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0.1 Forord

This is the preface.



Kapitel 1

Funktion af flere variable

1.0.1 Topologiske begreber

I sztninger og definitioner vedrgrende greenseveerdi, kontinuitet, differentia-
bilitet og integrabilitet af funktioner af to (eller flere) variable far vi brug for
en razkke topologiske begreber. Det er begreber, som man ogsa har brug for,
nar talen er om funktioner af én variabel, men da indledende kurser normalt
kun betragter funktioner af én variabel defineret pa et interval eller pa en foren-
ingsmzengde af endeligt mange intervaller, er behovet for en diskussion af disse
begreber dér ikke szerligt stort. I det folgende skal de ngdvendige topologiske
begreber defineres for delmaengder af R?, men begreberne generaliseres let til
R™ for n € N.

Definition 1 Med normen af vektoren (u,v) € R? forstds tallet

1w, 0)[| = Vu? + 2

Afstanden mellem punkterne (x1,y1) og (z2,y2) i R2er

I(1,m1) — (o2,92) | = /(@1 — 22) + (o1 — o)’

Definition 2 Lad U vere en delmengde af R? indeholdende en cirkelskive med
centrum i (a,b). Sd kaldes U en omegn om punktet (a,b). Delmengden U er altsd
en omegn om punktet (a,b), hvis der eksisterer et tal r > 0, sd

{(z,9) € B?|l[(z,9) = (a,b)[| <r} CU

Definition 3 Lad S C R? og lad (a,b) € S. Punktet (a,b) kaldes indre i maeng-
den S, hvis der findes en omegn U om (a,b), sé U C S. Punktet (a,b) kaldes
et randpunkt for S, hvis enhver omegn om (a,b) indeholder et punkt fra S sdvel
som et punkt fra komplementermengden til S.
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Definition 4 Mengden S C R? kaldes dben, hvis ethvert af dets punkter er in-
dre i S. Mengden S kaldes lukket (eller afsluttet), hvis komplementermengden
CS er aben.

Definition 5 Ved det indre af S forstis maengden af indre punkter i S. Ved
randen af S forstis maengden af randpunkter for S. Ved afslutningen af S forstas
foreningsmaengden af S og randen af S.

Saetning 6 En mengde S er lukket, hvis og kun hvis den er lig med sin afslut-
ning, d.v.s. hvis og kun hvis S indeholder sin rand.

Definition 7 Lad S vere en delmengde af R?. Punktet (a,b) € R? kaldes et
akkumulationspunkt for S, hvis enhver omegn om (a,b) indeholder uendeligt
mange punkter fra S.

Bemaerkning 8 Vi kunne ligesa godt have brugt folgende formulering: Punktet
(a,b) € R? kaldes et akkumulationspunkt for S, hvis enhver omegn om (a,b)
indeholder mindst ét punkt fra S\ {(a,b)}.

Definition 9 Maengden S C R? kaldes begreenset, hvis den er indeholdt i en
eller anden cirkelskive. D.v.s. S er begrenset, hvis der eksisterer et tal r > 0,
sa

S < {(@y) € R*[|(z,9)ll <7}

Definition 10 Maengden S C R? kaldes sammenhaengende, hvis der for ethvert
par af punkter A og B i S findes en kurve k i S, der forbinder de to punkter. Ved
en kurve forstas her en punktmengde, der kan beskrives en parameterfremstilling
(x,y) =(p(t),q(t),t € a,b], hvor p og q er kontinuerte.

1.0.2 Funktion af to variable

Vi minder forst om den generelle funktionsdefinition.

Definition 11 En funktion er en afbildning, der til ethvert element (punkt) x

i en given maengde A ("definitionsmaengden”) knytter netop et element (punkt)

(7billedet”) i en anden given mangde B. Grafen of f er mengden {(z,y) € Ax Blx € ANy = f(a
(Med A x B betegnes det cartesiske produkt mellem mengderne A og B. Det er

mengden af par (z,y), hvor x € A ogy € B ).

Nar i definitionen ovenfor maengden A er en delmeengde af R?2 = R x R (eller
mere generelt, en delmaengde af et cartesisk produkt S x T'), siges funktionen f
at vaere en funktion af to variable, idet elementerne i A jo er talpar. Nar B = R
siges funktionen f at veere en reel funktion af to variable. Grafen for en reel
funktion af to variable defineret i A C R? er msengden

{(z,y,2) € R*|(z,y) € ANz = f(z,y)}



Hvor grafen for en reel funktion af én variabel er en kurve forlgbende i R?, er
grafen for en reel funktion af to variable en flade i R3. Visualisering af grafen
er stadig mulig ved perspektivisk tegning i to dimensioner, men man ser visu-
aliseringsproblemet for reelle funktioner af tre eller flere variable.

Definition 12 Ved en niveaukurve for en reel funktion f af to variable forstas
en kurve med ligningen f (x,y) =k, hvor k er en konstant. For enhver konkret
veerdi af konstanten k kan vi da tale om k-niveaukurven for f.

Eksempel 13 Lad f vere funktionen givet ved forskriften
flay) =(x—1)(y* —2® - 1)

for alle (x,y) € R%. Nul-niveaukurven er da "kurven” med ligningen (z — 1) (y2 T 1) =
0. Vi ser, at nulniveaukurven i realiteten bestdr af 8 kurver, nemlig den lodrette
linie x = 1 samt de to kurver med ligningerne y = £v/x2% + 1.

Grafer og niveaukurver tegnes naturligvis lettest v.hj.a. en computer. Ek-
sempelvis tegnes grafen for funktionen ovenfor saledes ved brug af Maple:

f:=(x,y) -> (x-1)*(y"~2-x"2-1); # Definition af f

plot3d( f(x,y), x=-1..2, y=-3..3); # Grafen for f

with(plots): # contourplot ligger i plots-pakken

contourplot( f(x,y), x=-1..2, y=-3..3, contours=[seq(k/4-2,k=0..16)], grid=[40,40]);
# et udvalg af 17 niveaukurver

1.0.3 Graensevaerdi

Graensevaerdibegrebet, som det er kendt fra funktioner af én variabel, generalis-
eres let til funktioner af flere variable.

Lad f veere en funktion af 2 variable. Med lim(,,)—(a.5) f (z,%) = A, mener
man lgst sagt, at f(x,y) begynder at ligne tallet A, nar blot (z,y) er taet
pa (a,b), men dog forskellig fra (a,b). Denne sidste tilfgjelse er vigtig: Ved
graenseovergangen (z,y) — (a,b) betragtes aldrig veerdier af f i punktet (a,b),
og det uanset om f er defineret i (a,b) eller ej. At tale om graenseveerdien
lim(; y)—(a,p) f (#,y) kan kun blive aktuelt, hvis enhver omegn om (a,b) inde-
holder et punkt (z,y) # (a,b) fra definitionsmaengden for f . Et sddant punkt
(a,b) kaldes et akkumulationspunkt for definitionsmeengden.

Definition 14 Lad (a,b) vere et akkumulationspunkt for definitionsmengden
D for den reelle funktion f. Sd siges f (x,y) at have en grenseverdi for (z,y) —
(a,b), hvis der findes et tal A € R, sd der til ethvert (nok sa lille) positivt tal
e eksisterer et postivt tal §, s hvis blot (z,y) € D er indenfor en afstand af §
fra (a,b), sd er f (x,y) indenfor en afstand af € fra A. Med symboler kan dette
skrives

Ve>036>0 sd 0<|/(z,y)—(a,b)]| <dA(z,y) € D= |f(z,y) —A|l<ce
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Symbolet ¥ skal leeses: "for ethvert” (eller "for alle”). Symbolet 3 skal leses ”der
eksisterer”. Har f (z,y) grenseverdien A for (x,y) — (a,b), sd skriver man

™ (z,y) = A
Definition 15 Lad (a,b) vere et akkumulationspunkt for definitionsmengden
( D ) for den reelle funktion f. Sa siger vi, at f (x,y) — oo for (z,y) — (a,b),
hvis der til ethvert (nok sd stort) positivt tal M eksisterer et postivt tal §, sd
hvis blot (z,y) € D er indenfor en afstand af 0 fra (a,b), sd er f(z,y) > M.
Med symboler kan dette skrives

VM >036>0 sd 0<|(z,y)— (a,b)|]| <A (z,y) €D = f(x,y) >M

Bemszerkning 16 Huis f (z,y) — oo for (z,y) — (a,b) kan man godt benytte
skrivemaden

lim T,Y) = 00
(w,y)ﬁ(a’b)f( v)

men vi vil tkke sige, at grenseverdien eksisterer. Med grenseverdi menes (nor-
malt) et tal.

Saetning 17 Huis f (z,y) og g (x,y) har grenseverdier for (z,y) — (a,b), sd

har f (z,y) + g (z,y) og f(z,y) g (x,y) ogsi granseverdier for (z,y) — (a,b),
og vi har

lim z,y) + g (x, = lim z,y)+ lim x,
(z,y)—(ab) (f(=9) +9@y) (z,y)—(ab) f @) (z,y)—(ab) 9(@9)
lim z, T, = lim z,y)- lim x,
(z,y)—(ab) (f (= 9)9(=4)) (z,y)—(ab) f @) (z,y)—(ab) 9(@9)

Hvis 1imy ) (a,b) 9 (7, y) # 0 og hvis g (z,y) # 0 i en omegn om (a,b), sd har

—gg;zg 0gsd en grenseverdi for (x,y) — (a,b) og der gelder

im f (‘Tay) _ lim(m,y)ﬂ(a,b) f (may)
(z,y)—(a;b) g (1‘, y) hm(:v,y)—»(a,b) g (xvy)

Bevis. Resultatet er ganske analogt med resultatet for for funktion af én
variabel. Beviset kan fgres pa ganske samme made. m

Seetning 18 Lad (z,y) = (p(t),q(t)), t € I, vere en parameterfremstilling
for en kurve k, der forlgber i definitionsmaengden for en funktion f af to variable,
evt. med undtagelse af punktet (a,b) = (p(to),q(to)), hvor tyg € I. Antag, at p
og q er kontinuerte i to. Sa gelder, at hvis greenseverdien limy ) (a,p) f (7,v)
eksisterer, sa eksisterer ogsa granseverdien

Jim £ (p (1), q(2)

—1lo

og greenseveerdierne er ens. Kort sagt: Hvis grenseverdien lim g, ) (a.p) f (7,v)
eksisterer, sa eksisterer grenseveerdien for f ogsa langs enhver kontinuert kurve
gdende gennem (a,b) og har samme veerdi.



Bevis. Antag, at lim(,,,)—(a,5) f (,y) eksisterer og er lig med A. Lad p og q
veere kontinuerte i to € I med ( ,b) (p(to),q(to)). Lad € > 0. Bestem 6 > 0,
s&

0<|[(z,y) = (a,b)[| <6 A (z,y) € D =>|f (2,y) — Al <e
hvor D er definitionsmaengden for f. Da p og ¢ er kontinuerte i tg, eksisterer

der et tal 07 > 0, s&

§ 5
0<|t—t0|<61/\teI:>|p(t)—a|<§/\|q(t)—b|<§

Men vi har

I ®),a®) — @b = o) -+ -
p(t) —al + g (t) ~ b

IN

Altsa fas, at

6 0
0<lt—to <dntel = |(p(t),a(t) — (@)l <5+5 =3

saledes at vi ogsa har
0<[t—tol <1 Atel—|f(p(t),q(t)— Al <e

Men dette beviser netop, at lim; ¢, f (p (t),q (t)) eksisterer og er lig med A. m

Eksempel 19 Lad funktionen f vere givet ved

==y
f(may) - x2+y2
for (z,y) # (0,0). Vi vil undersgge, om grenseverdien lim, ,)—(0,0) f (7,v)
eksisterer. Vz betragter opforslen af f langs z-aksen og langs y-aksen. Vi har
f(z,0) = =1 for alle x # 0, ogf(Oy):;yQQ:—lforalley;«éo
Altsé har f zkke samme grenseverdi langs de to linier. Vi konkluderer, at
lim, 4y —(0,0) f (%, y) ikke eksisterer.

Eksempel 20 Lad f vere funktionen

ax + by

f(zy) = ot dy

hvor a,b,c og d er konstanter. Antag, at (c,d) # (0,0). Funktionen er dbenbart
defineret i mengden D udenfor linien med ligningen cx + dy = 0. Specielt er
altsa (0,0) et akkumulationspunkt for D. Antag nu forst, at ¢ 20 og d # 0. Sd
har vi f (x,0) = % for alle x # 0 og f (0,y) = % for alle y # 0. Det folger heraf,
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at grenseverdien lim, ) (0,0) f (7, v) ikke eksisterer med mindre % = g, d.v.s.
ad = be. Til gengeeld eksisterer den da ogsd, idet vi da har

ar+by  dax + dby bex + dby b(ex+dy) b

f(zy) = cx+dy d(cx+dy) d(cx+dy) d(cx+dy)

d
for alle (z,y) € D. Antag nu, at d=0,c #0 og b # 0. S har vi fory #0

2 b

ay* +by a-+t

2 y) = — = —
cy

C

men ‘5) — 00 fory — 0. Det samme sker, hvis i stedet ¢ = 0,d # 0 og a # 0.

Konklusionen er altsd, at f (z,y) har en grenseverdi for (z,y) — (0,0), hvis
og kun hvis ad = be, og i dette tilfelde er funktionen f faktisk konstant.

Seetningens omvendte pastand (at greenseveerdien im(, ) (4 f (2,y) ek-
sisterer, nir blot den eksisterer langs en eller anden kontinuert kurve) geelder
slet ikke, hvilket fglgende eksempel viser.

Eksempel 21 Lad funktionen f vere givet ved

2

_ Yy
f(may)_ x4+y2

for (z,y) # (0,0). Vi vil undersgge, om graenseverdien lim, ,)—.(0,0) f (7, v)
eksisterer. Vi betragter opforslen of f langs z-aksen og langs y-aksen. Vi har
f(x,0) =0 for alle x # 0, og f(0,y) = 0 for alle y # 0. Vi begynder at tro,
at f(x,y) har en grenseverdi for (x,y) — (0,0). Verdien er sd selufolgelig 0.
Troen styrkes, nar vi betragter grenseverdier langs enhver anden linie y = ax
gennem (0,0). Med oo # 0 fis

OLI‘S ax

f(z,ax) = = — 0

.’134 + 062!E2 .’132 + a2

for & — 0. Men betragter vi f langs parablen y = 22 fas

f(x’xQ)_x—4:l

Tzttt 2

Langs parablen har f altsa ikke samme grenseverdi som langs de rette linier.
Vi konkluderer, at lim, ) —(0,0) f (z,y) ikke eksisterer.

Eksempel 22 Lad funktionen f vere givet ved



for (z,y) # (0,0). Her er ¢ en funktion med ¢ (0) = 0, der desuden opfylder
lim, o |z| " ¢ (z) = 0 for et eller andet positivt p. I eksemplet ovenfor var
# () = 22 og som dér fas, at f (x,0) =0 for alle x # 0, og f (0,y) = 0 for alle
y # 0. Desuden fas pa enhver kurve y = o |z|”, hvor a # 0, at

¢@alzl”  ¢z)afz[

Py _
Pl = o a2 la ~ W P P a2

for x — 0. Men betragter vi f langs kurven y = ¢ (x) fds

. 22) — (75(93)2 :1
o) = oy 2

Langs denne kurve har f altsd ikke samme grenseverdi som langs kurverne
y = alz’. Vi konkluderer, at limz y)—(0,0) f (%, y) ikke eksisterer. Et ekstremt
eksempel er ¢ (x) = exp (—m%) med ¢(0) = 0. For denne funktion gelder

lim, o |z| " ¢ (z) = 0 for ethvert positivt p.

Bemaerkning 23 Vi lerer af ovenstaende eksempel, at man aldrig af opforslen
af f langs et eller andet antal kurver eller en eller anden klasse af kurver kan
konkludere, at 1im(y ) (a) f (z,y) eksisterer. Men finder vi to kurver langs
hvilke f har forskellige graensevardier, kan vi vere sikre pa, at im ;) (0. f (2, )
ikke eksuisterer.

Eksempel 24 Lad funktionen [ vere givet ved

2y
f(z,y) = o
for (z,y) # (0,0). Vi vil undersgge, om graenseverdien lim, ) (0,0) f (7, v)
eksisterer. Da f (x,0) = 0 for alle x # 0, md grenseverdien vere 0, hvis den
da overhovedet eksisterer. Vi har
22|yl 22
|f($,y)—0| = |f(x7y)‘:$2+y2:w2+y2 ‘y|
Ly < |[(z,9)ll = [|(z,y) = (0,0)]
Idet vi appellerer direkte til definitionen af grenseverdibegrebet, har vi altsa for

givet e > 0, at |f (z,y) — 0] < g, ndr blot ||(z,y) — (0,0)]| < €. Dermed har vi
vist, at im(g, ) —(0,0) f (¢,y) eksisterer og er lig med 0.

IN

Eksempel 25 Lad funktionen f vere givet ved

:133y

f(z,y) = ]

for (z,y) # (0,0). Vi vil undersgge, om graenseverdien lim, ) (0,0) f (7, v)
eksisterer. Da f (xz,0) = 0 for alle x # 0, md grenseverdien vere 0, hvis den
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da overhovedet eksisterer. Vi har, idet vi udnytter uligheden 2ab < a® + b*> med
a=a%o0gb=yl,

2*y| _ Jal 2y
—0 = = =
Fw) =0 = 1f@)l= g = g
2/ (= + Ivf’)
$4 +y2

1 1 1
=5 lel < 5@ )l =5 li(@,y) - (0,0)]
Igen appellerer vi direkte til definitionen af greenseverdibegrebet. For givet € > 0
har vi, at |f (z,y) — 0] < &, ndr blot ||(z,y) — (0,0)|| < 2¢. Dermed har vi vist,
at im(, ) (0,0) f (z,y) eksisterer og er lig med 0.

1.0.4 Kontinuitet

Forst kommer den helt generelle definition af kontinuitet.

Definition 26 En funktion f: D C R? — R kaldes kontinuert i punktet (a,b) €
D, hvis

Ve>030>0 sd |(z,y) = (a,0) <oA(z,y) € D= [f (z,y) = f(a,b)] <&

Nar punktet (a, b) er et akkumulationspunkt for D, hvilket f.eks. er tilfaeldet,
nar D er en dben maengde, sa far vi fglgende velkendte resultat, der ofte ses brugt
som definition.

Seetning 27 Lad (a,b) € D vere et akkumulationspunkt for D. En funktion f:
D C R? — R, er da kontinuert i (a,b), hvis og kun hvis

lim z,y) = f(a,b
LJm  f@y)=f(ad
Bemszerkning 28 Med den givne definition er en funktion, hvis definitionsom-
rade omfatter isolerede punkter, automatisk kontinuert i disse. Eksempelvis er
folgende funktion kontinuert i hele sit definitionsomrade:

_ T for (zy)=(-3,-2)
f(x’y)_{mQy for  >0Ay>0

Funktionens definitionsomrade er dbenbart R% U {(—3,—2)}. Kontinuiteten i
(=3, —2) folger ved til et givet ¢ > 0 at velge 6 = 1 (for eksempel). Si er
nemlig ||(z,y) — (=3,=2)|| < § A (x,y) € D kun opfyldt for (z,y) = (—3,-2),
og i si fald har vi jo, at |f (v,y) — f (~3,~2)| = If (~3,~2) — f (~3,~2)] =
0 < e. Bemerk, at fordi punktet (—3,—2) ikke er et akkumulationspunkt for
definitionsomradet, er greenseverdien lim, ,y_.(—3,—2) f (z,y) ikke defineret.

Szetning 29 Hvis f,g: D C R?> — R begge er kontinuerte i (a,b) € D, sd er
09sd f+g og fg kontinuerte i (a,b). Hvis desuden g (a,b) # 0, sd 67’% kontinuert
i (a,b).



Saetning 30 Lad Dy C R?, Dy C R og lad g: Dy — Ds, og f: Dy — R. Huis
g er kontinuert i (a,b) € Dy og f er kontinuert i g (a,b), sd er f o g kontinuert
i (a,b).

Saetning 31 Lad D1 C R?, Dy C R? og lad g1: D1 — Dy, go: D1 — Do og f:
Dy — R. Hvis g1 og g2 begge er kontinuerte i (a,b) € Dy og f er kontinuert i

(91 (a,b), g2 (a,b)), sd er funktionen (z,y) — f (g1 (z,y), 92 (z,y)) kontinuert
i (a,b).

Szetning 32 Lad funktionen f: D C R? — R veere kontinuert i (a,b) € D. Lad
funktionen f1 vere givet ved f1 (x) = f (z,b) for alle de x for hvilke (z,b) € D.
Sa er fi kontinuert i a.

Saetning 33 Lad funktionen fi: D1 C R — R vere kontinuert i a € Dy. Lad
funktionen f vere givet ved f (x,y) = fi1(z) for alle (x,y) € Dy X R. S er f
kontinuert i (a,b) for ethvert b € R.

Eksempel 34 Lad funktionen f vere givet i R? ved

(-2
T,Y) = Tyt for (z,y) # (0,0)
ren-{ 5 o (207

Vi ser, at f (x,0) =1 for alle x € R og ligeledes, at f (0,y) =1 for alle y € R.
Altsa er med (a,b) = (0,0) begge de to funktioner x — f (z,b) ogy — f (a,y)
kontinuerte (overalt). Dette sikrer dbenbart ikke, at f er kontinuert i (a,b).
Vi har jo, at f (x,:ch) = 0 for « # 0, hvoraf ses, at f (x,y) ikke har nogen
grenseverdi for (x,y) — (0,0).

Definition 35 FEn funktion, som er kontinuert i alle punkter af dens definition-
somrade, kaldes en kontinuert funktion.

Saetning 36 Lad D C R? og lad f: D — R vaere kontinuert. S gelder:

1. Huvis D er en sammenhengende mengde, si er billedmengden f (D) et in-
terval, og f antager altsa enhver verdi mellem hver to givne funktionsverdier.

2. Hwvis D er lukket og begreenset, sd er f (D) ogsd lukket og begreenset, og f
antager dermed sdavel en storste- som en mindsteverdi pa D.

3. Huis D er en lukket, begreenset og sammenhengende maengde, sa er billed-
mengden f (D) et lukket og begreenset interval.

Bevis. Vi udelader beviset, men bemaerker, at 3. kun er en sammenskrivning
af 1.og 2. m
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1.0.5 Partiel differentiation

Definition 37 Lad f vere en reel funktion af 2 variable, f: S C R> — R.
Antag, at (a,b) er et indre punkt i S. Funktionen x — f (x,b) er da defineret
1 hvertfald i et interval omkring a. Hvis denne funktion er differentiabel i a med
differentialkvotient A, sa siges f at have en partiel afledet m.h.t. x i (a,b), og
den partielle afledede m.h.t. © i punktet (a,b) er A. Denne partielle afledede
betegnes med fy (a,b), % (a,b),(D1f) (a,b) eller et lignende symbol. Hvis funk-
tionen y — f (a,y) er differentiabel i b med differentialkvotient B, sd siges f at
have en partiel afledet m.h.t. y i (a,b), og den partielle afledede m.h.t. y i punktet
(a,b) er B. Denne partielle afledede betegnes med fy (a,b), %5 (a,b),(D2f) (a,b)
eller et lignende symbol.

Bemeseerkning 38 En funktion af to variable har altsé en partiel afledet m.h.t.
den ene variabel, hvis den funktion af én variabel, man far ved at fastfryse den
anden variable, er differentiabel.

Bemszerkning 39 Partielle afledede af funktioner af 3 eller flere variable de-
fineres ganske tilsvarende.

Eksempel 40 Lad f vere givet ved forskriften

 (@,y) = a?emr+
for alle (z,y) € R%. Lad (a,b) € R?. Da funktionen x + z2e=*+2" Gbenbart er
differentiabel hvorsomhelst og derfor ogsa i a, har f en partiel afledet m.h.t. x i
(a,b), og denne er givet ved

fz(a,b) = 2qe @2 _ g2eat2b

Da ligeledes funktionen y — a’e~%t2Y er differentiabel hvorsomhelst og derfor
0gsd 1 b, har f en partiel afledet m.h.t. y i (a,b), og denne er givet ved

fy (a,b) = 2a%e—at2b
Vi har altsi vist, at f har partielle afledede overalt i R? og at disse er givet ved

folww) = (20— a?) e
fyle) = 207"+

Nar som i eksemplet ovenfor f, (x,y) eller f, (z,y) eksisterer for alle (z,y) i
en eller anden meengde S, sa er en funktion f, eller f, dermed defineret i S. Som
for enhver anden reel funktion af 2 variable kan vi derfor spgrge om f, eller f,
har partielle afledede m.h.t. z og y i et punkt (a,b) € S. Er dette tilfzeldet, siger
vi, at f har en partiel afledet af anden orden. Fire forskellige partielle afledede
af anden orden kan komme pa tale: Hvis f, har en partiel afledet m.h.t. x i
(a,b) og denne lig med p s& vil vi sige, at fyu (a,b) eksisterer og er lig med p.
Hvis f, har en partiel afledet m.h.t. y i (a,b) og denne lig med ¢ sa vil vi sige,
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at fuy (a,b) eksisterer og er lig med ¢. Hvis f, har en partiel afledet m.h.t. = i
(a,b) og denne lig med r s& vil vi sige, at fy» (a,b) eksisterer og er lig med 7.
Hvis fy har en partiel afledet m.h.t. y i (a,b) og denne lig med s sa vil vi sige,
at fyy (a,b) eksisterer og er lig med s.

De tilsvarende betegnelser, nar der bruges tegnet 0, er

or_, 0 oor _, Fr
62" =1 Byos baoy M a7 I

Man bedes bemeaerke raekkefglgen af = og y. Idéen i den hér benyttede raekkefolge
er, at det sidst tilkomne symbol star yderst. Anderledes sagt

0% f 0 [(of\ _ B
s =3 () = Uy = £

Det skal dog allerede nu siges, at en sstning nedenfor siger, at under meget
generelle omstaendigheder er de ”blandede” afledede ens, alts& fry = fya.

:fmya

Eksempel 41 Lad f vere givet ved forskriften

f (I, y) _ xQe—x—i-Qy

for alle (x,y) € R?. Vi fandt ovenfor, at
folz,y) = (2z—a?)e =t
Iy (z,y) = 2a%e Y

Disse to nye funktioner af to variable har dbenbart selv partielle afledede m.h.t.
bade x og y. Vi finder

foz (@y) = (2-22) e — (20— 2?) e = (2—da + 2”%) "W
faoy (@y) = 2(2z—2%) e =22 (2 — ) et

fya (,y) = dae™™ T2V —222e7FW = 24(2 — g) 77T

fuy (z,y) = da?e ™t

Vi observerer, at fuy (2,Yy) = fyz (x,y) for alle (z,y) € R? i overensstemmelse
med den folgende setning.

Saetning 42 Antag, at f har kontinuerte partielle afledede af forste orden i en
omegn U af (a,b). Antag videre, at f,,, eksisterer i U og er kontinuert i punktet
(a,b). Sa eksisterer fy, (a,b) og er lig med fy, (a,b).

Bevis. Vi kan antage, at U er en cirkelskive med centrum i (a, ) og radius
r. Lad for ethvert (h, k) med ||(h, k)|| < r funktionen F veere givet ved

F(h,k)=f(a+hb+k)— f(a+h,b)— f(a,b+ k) + f(a,b)
Lad for givet k funktionen g veere givet ved

g(x):f(wab+k)_f(wvb)
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for alle x med |z —a|] < r. Vi har da, at F(h,k) = g(a+h) — g(a). Mid-
delveerdiseetningen kan anvendes pa g, og vi far

F(hk) = gla+h)—g(a)=g ()h

hvor £ ligger mellem a og a+ h, d.v.s. at |{ — a| < |h|. Bemaerk, at £ athseenger af
bade h og k. Da f, (£, y) er en differentiabel funktion af y (idet jo fz, eksisterer)
kan vi bruge middelveerdissetningen igen. Vi far

F(hk) = (f2(&b+Fk)— f2(§0) R
= facy (§a77) hk
hvor 7 ligger mellem b og b+ k, d.v.s. at |n — b| < |k|. Bemaerk ogsa her, at n

atheenger af bade h og k.
Vi skal vise, at

lim fy (a+h7b) — fy (Cb,b)
h—0 h

= fay (a,0)
Lad derfor € > 0 veere givet. Da f, er kontinuert, findes der et 6 > 0, s&
|foy (2,y) = fay (a,0)| < e
nar blot ||(x — a,y — b)|| < §. Derfor har vi, at
|F (h, k) — foy (a,b) hk| < e |hk|

nar blot ||(h, k)| < 4.
Vi har, at

lim
k—0

F(Z7k) :fy(a+h,b)—fy(a7b)

Derfor fglger af uligheden ovenfor, at
‘fy (a + ha b) - fy (avb) - f:ty (aa b) h‘ <e |h|
nar blot |h| < §. Heraf fas abenbart

fy (a+h7b) _fy (aab)
h

_facy (a,b) <e

nar blot |h| < d. Hermed er beviset fort. m

Eksempel 43 Lad f vere givet ved

| 2 for (3,y) #(0,0)
f(x’y)_{ 0" for (z,y)=



13

f har dbenbart kontinuerte partielle afiedede af vilkarlig haj orden i R\ {(0,0)}.
Vi undersgger punktet (0,0). For (z,y) # (0,0) fas
22y (22 + 3y?
fo(zy) = %
(=% +y?)

For at undersgge, om f har en partiel afledet m.h.t. x i (0,0) betragter vi dif-

ferenskvotienten
f(JI,O)—f(0,0) _ 0-0 -0

x T

Altsa fas, at f har en partiel afledet m.h.t. x i (0,0), og at denne er f, (0,0) = 0.
Tilsvarende finder vi for (z,y) # (0,0), at

23 (x2 _ y2)

(22 +y2)?

fil} (l‘,y) =

Af differenskvotienten

fO.) = (0,0 _0-0_

Y Y

fas, at f har en partiel afledet m.h.t. y i (0,0), og at denne er f, (0,0) =0. Vi
undersgger nu, om f har blandede partielle afledede fry og fyx i punktet (0,0).
Af differenskvotienten

fm(oay)_f(oao) :O_OIO

Y Y

ses, at fy har en partiel afledet m.h.t. y i (0,0), og at denne er fu, (0,0) = 0.
Tilsvarende ses det af differenskvotienten
fy(lE,O)—f(0,0) z—0

= =1
T x

at fy har en partiel afledet m.h.t. x i (0,0), og at denne er fy,(0,0) = 1. Vi
har altsa her et eksempel pa, at fry # fye. M.h.t. forudsetningerne i setningen
ovenfor, kan det let vises, at fy og f, begge er kontinuerte ogsd i (0,0). Det
eneste der mangler ma derfor vere, at ingen af de to blandede afledede er kon-
tinuerte i (0,0). Dette eftervises da ogsd let nok ved en konkret regning, som vi
dog springer over.
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Kapitel 2

Planintegralet

2.0.6 Definition af planintegralet

Vi minder kort om det ssedvanlige Riemann-integrals definition:

Definition 44 Lad f vere en funktion defineret pd intervallet [a,b], hvor a og
b er tal (altsd ikke hverken +00). Funktionen f kaldes integrabel pd [a,b], hvis
der findes et tal q, sa der til ethvert € > 0, findes en inddeling (wi)?zo, med
a=x9< 21 <y <...<xyp=Db, sd for alle valg af tal t; € [x;_1,x;] gelder

q—¢e< Zf(ti)(fﬂi —zi1)<q+te
i=1
Tallet q kaldes da integralet og betegnes med f; f(z)dx.

Riemann-integralet har sit navn efter den tyske matematiker Bernhard Rie-
mann, 1826-1866. Idéen med definitionen af integralet ff f(z)dz, er at dette
med rimelighed skal kunne tolkes som arealet under grafen for f og over x-aksen
(nar igvrigt grafen ligger over x-aksen).

Lad nu f veere en reel funktion af to variable defineret i en delmzengde S af
planen (R?). Vi skal nu definere planintegralet

/Sf(x’y)dA

s& det med rimelighed kan tolkes som rumfanget under grafen for f og over xy-
planen (nér igvrigt grafen ligger over xy-planen). Integralet f; f (z)dz blevidet
éndimensionale tilfeelde defineret som et integral over et interval [a, b]. Til dette
svarer 1 det todimensionale tilfeelde et akseparallelt rektangel S = [a,b] X [c, d].
En definition, der kun omfatter planintegraler over akseparallelle rektangler er
imidlertid for indskrsenket. Vi har behov for at integrere over mere generelle
omrader, eksempelvis cirkelskiver. Lad os dog begynde med at give en definition
af planintegralet over et akseparallelt rektangel.

15
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Definition 45 Ved en inddeling af rektanglet D = [a,b] X [c,d] forstis en
opdeling af D i endeligt mange akseparalle rektangler opndet ved inddelinger
af hver af intervallerne [a,b] og [c,d]. Dvs. hvis |a,b] er inddelt ved (z;);_,
med a = xg < T3 < 22 < ... < T, = b, og hvis [c,d] er inddelt ved (y;)}" .,
medc=1yg <y1 <Yz < ... < yYn =d, i bestir inddelingen aof rektanglerne
Dij = [l‘i,l‘prl] X [yj,yj+1], 1=0,1,...,.n—1 Ogj =0,1,....m—1. V& har
D =UZ Ui%' Dis-

Bemaerkning 46 Ved denne definition er inddelingen givet ved en dobbeltnum-
merering Dy;,1=0,1,...,n—=1097=0,1,...,m—1. Vi kan ligesd godt tenke
os de enkelte delrektangler enkeltnummereret Dy, Do, ..., Dy. Rekkefolgen vil
veere ligegyldig. Dermed har vi D = Ufil D;

Definition 47 Lad f veere en reel funktion defineret pé rektanglet D = |a, b] X
[e,d], hvor a,b,c og d er tal (altsd ikke hverken +o0o). Funktionen f kaldes
integrabel pa D, hvis der findes et tal q, sa der til ethvert e > 0, findes en
inddeling (D;);_, i akseparallelle rektangler, sd for alle valg af punkter (s;,t;) €
D; geelder

g—e<Y flsi,t) A(Di) <q+e
i=1

hvor A (D;) betegner arealet af rektanglet D;. Tallet q kaldes da integralet (plan-
integralet) og betegnes med [, f (z,y) dA.

Bemaerkning 48 Ofte bruges betegnelsen [, f (x,y) dA i stedet for [}, f (x,y) dA.
Men da D er givet som et omrdde i planen, skulle der ikke vaere nogen muligheder
for misforstaelser. Slutningen af symbolet, altsa dA, helper os til at huske, at
planintegralet er en slags grenseverdi for summer af produkter f (s;,t;)a (D;).
Nér f (si,t;) > 0 er f(si,t;)a(D;) rumfanget af et retvinklet parallelepipedum
(en kasse) af hajde f (si,t;) og med grundflade D;. Derfor er en fortolkning af
fD f(z,y)dA som rumfanget under grafen for f og over D i xzy-planen (ndr
f(z,y) > 0) rimelig.

Af hensyn til seetningen om reduktion af planintegralet til et dobbeltinte-

gral giver vi ogsa definition af integrabilitet ved over- og undersummer. Fgrst
definerer vi over og undersummer svarende til en inddeling.
Definition 49 Lad Pp = (D;)}_, vere en inddeling aof D = [a,b] X [c,d] i
akseparallelle rektangler. Lad A (D;) betegne arealet af rektanglet D;, m (D;)
infimum (stprste undertal) for f pa D; og M (D;) supremum (mindste overtal)
for f pa D;. Ved undersummen for f svarende til inddelingen Pp forstas

s(Pp) =Y _m(Di) A(Dy)
i=1
Ved oversummen for f svarende til inddelingen Pp forstas tilsvarende

S(Pp) = Xn:M(Di) A(D;)
i=1
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Definition 50 Lad f vere en begrenset reel funktion defineret pa rektanglet
D = [a,b] X [¢,d], hvor a,b,c og d er tal (altsd ikke hverken +o00). Funktionen
f kaldes integrabel pa D, hvis der findes et tal q, sa der til ethvert € > 0, findes
en inddeling Pp = (D;);_, i akseparallelle rektangler, sd

g—e<s(Pp)<S(Pp)<gq+e
Tallet q kaldes da integralet (planintegralet) og betegnes med [}, f (x,y) dA.

Eksempel 51 Lad f vere den konstante funktion f (x,y) =3 for alle (x,y) €
D =[-2,3] x[1,4]. Da enhver inddeling (D;);_, af D og ethvert valg af punkter
(si,t;) € D; giver

Xn:f(siati)A(Di) =3-15=45
i=1

er f abenbart integrabel pa D med integral 45.

Bemerkning 52 Resultatet i eksemplet generaliseres umiddelbart til pastanden,
at en konstant k er integrabel pa et akseparallelt rektangel D med integral

/Dde:k~A(D)

Specielt har vi, nar k =1, at fD dA = A (D). I sin generaliserede form, hvor D
ikke lengere er et rektangel, vil dette resultat senere blive brugt til arealbestem-
melse.

Vi giver nu definitionen af integrabilitet over omrader i planen, der ikke
er akseparallelle rektangler. Men fgrst definerer vi indikatorfunktionen for en
maengde i planen:

Definition 53 Lad S C R?: Ved indikatorfunktionen 1g for mengden S forstds
funktionen givet ved

[ 1 for (z,y)eS
1““”‘{0 for (a.9) ¢S

Huis funktionen f er defineret pa S defineres fg tilsvarende ved

_[ @) for (wy)ES
fs(%y)—{ Oy for (x,z)¢5

Bemarkning 54 Huvis f er defineret overalt i R?, si har vi fs = f - 1g. In-
dikatorfunktionen kan naturligvis ogsa defineres for delmengder af R.

Definition 55 Lad S C R? vere en begraenset maengde, og lad f vere en reel
funktion defineret pa S. Lad D veere et akseparallelt rektangel, der omslutter S,
altsa S C D. Huvis fs er integrabel i D, vil vi sige, at f er integrabel i S, og vi
seetter

/Sf(x,y)dA:/DfS(x,y)dA
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Bemsaerkning 56 Det er vigtigt (men heldigvis ogsd let) at overbevise sig om,
at et vilkarligt akseparallelt rektangel D O S wvil give samme resultat, som et
vilkarligt andet. Dermed indses ogsa, at den nye definition ikke er i konflikt med
den gamle, altsa hvis S faktisk er et akseparallelt rektangel, sa fas det gamle
resultat.

2.0.7 Arealbegrebet. Jordanindhold.

Definition 57 Lad S vere en begreenset mangde i planen. Hvis den konstante
funktion (z,y) — 1 er integrabel pd S, sd vil vi sige, at S er mdalelig (eller
"har et Jordan-indhold” eller "har et areal”). Mdlet (arealet, Jordan-indholdet)
saettes til

A(S) = / 1dA
s
Denne definition af malelighed og areal kan mere direkte formuleres saledes:

Definition 58 (Direkte definition af areal) Lad S vere en begrenset delmaengde
af R?. Lad D were et akseparallelt rektangel, der omslutter S, altsa S C D.
Mengden S kaldes mdalelig, hvis der findes et tal a, sa der til ethvert e > 0,
findes en inddeling (Di)?zl af D i akseparallelle rektangler, sd

a—e< ZA(Di)g Z A(D;)<a+e

D;CS D;NS#£0

hvor A (D;) betegner det sedvanlige areal af rektanglet D;. Tallet a kaldes da
arealet af S.

Saetning 59 Lad S vere en begreenset delmangde af R?. Lad D vere et aksep-
arallelt rektangel, der omslutter S, altsa S C D. Maengden S er madlelig, hvis og
kun hvis der til ethvert € > 0, findes en inddeling (D;)"_, af D i akseparallelle

rektangler, sa
Z A (Dz) <eg
D;NOS#D

hvor 05 betegner randen af S.
Bevis. Ikke sveert, men udelades. m

Bemszrkning 60 Da 0 (0S) = 05, ses det let, at S er malelig, hvis og kun hvis
95 er malelig. I bekraftende fald er A(9S) = 0. Bemerk altsd, at hvis randen

af S overhovedet har et areal, sa er det nul.

Bemszerkning 61 En nulmengde er en maengde M, for hvilken der til ethvert
€ > 0 eksisterer en overdekning af et hgjst teelleligt antal akseparallelle rektan-
gler U; med samlet areal mindre end e, altsd | ;o Ui 2 M og > oo, A(U;) < e.
Der geelder folgende setning (Lebesgue): En begrenset funktion f defineret pd en
begreenset meengde S er Riemann-integrabel pa S, hvis og kun hvis diskontinu-
itetspunkterne for funktionen fs udgor en nulmengde. Af denne setning folger,
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at en meengde S er malelig, hvis og kun hvis randen 0S er en nulmengde. Dette
resultat er lettere at bruge end resultatet nevnt i bemeaerkningen ovenfor. En
malelig mengde med mal nul er selufalgelig en nulmaengde, men en nulmengde
behgver ikke vere mdalelig. Det er én af svaghederne ved det her indforte mdalbe-
greb.

Saetning 62 Lad S vere en begreenset delmaengde of R?. Lad D vere et aksep-
arallelt rektangel, der omslutter S, altsa S C D. Maengden S er malelig og har
mdl nul, hvis og kun hvis der til ethvert e > 0, findes en inddeling (D;);—, af D
i akseparallelle rektangler, sa

Z A(Dl) <e

D;NS#0
Eksempel 63 FEthvert ret liniestykke i R? ses let at have mal nul.

Eksempel 64 Enhver maengde bestiende af endeligt mange punkter har mal
nul.

Seetning 65 Lad g: [a,b] — R. Sd er g integrabel pd [a,b], hvis og kun hvis
grafen G = {(z,y) |y =g (x) Nz € [a,b] } har mal nul.

Korollar 66 Lad g: [a,b] — R vere kontinuert.Sé har grafen G = {(z,y) |y = g (x) Az € [a,b] }
mal nul.

Seetning 67 Lad g: [a,b] — R og antag, at g(x) > 0 for alle x € [a,b]. Sd er g
integrabel pd [a, b], hvis og kun hvis mengden S = {(z,y) |0 <y < g(z) Az € [a,b] }
er malelig. I bekreftende fald er malet

b
A(S)z/ g (z)dx

Eksempel 68 Lad S bestd af de punkter i kvadratet D = [0,1] x [0,1], der
har rationale koordinater. Vi vil vise, at S ikke er malelig. Vi gor dette ved at
vise, at 1g ikke er integrabel pi D. Lad (D;);—, vere en inddeling af D. Ethvert
delrektangel D; i inddelingen vil indeholde punkter fra S og ogsd punkter fra CS.

Ved udelukkende at velge (s;,t;) € S fas
> s (siti) A(Di) = A(D;)=A(D)=1
i=1 i

Ved udelukkende at velge (si,t;) € LS fas

> s (siti) A(Di)=> 0-A(D;) =0
i=1 i=1
Altsé kan 1g ikke vere integrabel pé D og S er derfor ikke madlelig. Ikke desto

mindre er S faktisk en nulmaengde efter definitionen givet i bemerkningen oven-
for. Dette er i og for sig ikke si svert at vise, men vi udelader beviset.
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2.0.8 Egenskaber ved planintegralet

Saetning 69 Lad f og g vere integrable pa S, sa er f + g integrabel med

/S<f<w,y>+g<w,y>>dA=/Sf<x,y>dA+/gg<x,y>dA

og hvis k er en konstant, sa er kf integrabel og

/Skf(w,y)dA:k/Sf(%y)dA

Seetning 70 Hvis f og g er integrable pd S, og opfylder f (x) < g(z) for alle

x €8, sa gelder
/f(x)dmg/g(x)dx
s s

Specielt gelder, hvis k er en konstant, S er mdlelig, og f (x) <k for allex € S,
at

/f(x) dz < KA(S)
S

Korollar 71 Lad f: S C R? — R vere en begreenset funktion og S en malelig
mengde med mal nul. Sa er f integrabel pa S med integral lig med 0.

Szetning 72 Lad f: S C R? — R vere begreenset og kontinuert i S\M, med S
begreenset og malelig, og med M malelig med mal nul. Sa er f integrabel pa S.

Saetning 73 Lad f: S C R? — R vere integrabel pa S, og lad Syvere en malelig
delmengde af S. Sa er f integrabel pa Sy.

Saetning 74 Lad S = S1USs, hvor Sy og So er malelige, og hvor A (S1 N Sq) =
0. Sa er f integrabel pa S, hvis og kun hvis f er integrabel pa bade S1 og So. I
bekreeftende fald gelder

/f(m,y)dAz Fay)dA+ [ f(oy)da
S Sy Sy

Reduktion af planintegralet til et dobbeltintegral

Seetning 75 Lad D vere rektanglet D = [a, b] x [c, d] og antag, at f er integrabel
pd D. Antag videre, at funktionen y — f (z,y) for ethvert fastholdt x € [a, ]

er integrabel pd [c, d]. Sa er funktionen x — fcd f(z,y) dy integrabel pé [a,b] og

vi har
/Dfu,y)dA:/ab (/cdfmy)dy) da
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Bevis. Lad Pp veere en inddeling af rektanglet D = [a,b] X [¢,d] i ak-

separallelle rektangler D;; = [xi—1,2i] X [yj—1,y;], hvor ¢ = 1,2,...,n og
j = 1,2,...,m. Hermed foreligger der ogsa en inddeling af intervallet [a,d],
nemlig Pjgp: a = 20 < 71 < ... < Zp_1 < Ty = b og ligeledes af intervallet

[c,d], nemlig Pro gz c =90 <y1 < ... < Ym-1 < Ym = d. Szet

d
g(x)z/ f (&) dy

For x € [z;—1,x;] har vi

g(z)="

m
Jj=1

/yj f(z,y)dy < ZMf (Dij) (yj — yj—1)

j—1

hvor My (D;;) betegner supremum for f pa rektanglet D;;. Dermed har vi ogsa
M, ([wim,]) <Y My (Dij) (y; — yj—1)
j=1

hvor My ([zi—1,i]) betegner supremum for g pa intervallet [z;_1,z;]. Heraf
folger

n

Sy (Play) = Y My ([i1,24)) (2 —w51) <Y My (Dij) A(Dij) = Sy (Pp)
i—1 =1

hvor S, (P[a,b]) og Sy (Pp) betegner oversummer for g og f svarende til in-
ddelingerne P, og Sy (Pp), henholdsvis.Pa4 samme made vises, at der om
undersummerne gaelder

sy (Pp) < sq (P[ayb])

Hermed har vi altsa for enhver inddeling Pp med dertil hgrende inddeling P, 4,
at

sf(Pp) < 5g (Pay) < Sg (Pay) < Sf(Pp)

Lad nu ¢ > 0. vaere givet. Nar f er integrabel pa D med integral ¢ findes der en
inddeling Pp af D, sa

g—e<syp(Pp)<S;(Pp)<qg+e
For den dertil svarende inddeling F,,p) geelder derfor
q—¢€ < Sg (P[a,b]) S Sg (P[a’b]) < q te

Hermed er vist, at g er integrabel pa [a, b] med integral ¢, hvilket vi skulle vise.
]
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Seetning 76 Lad g1,92: [a,b] — R begge vere kontinuerte. Antag, at g1 (x) <
g2 (x) for alle x € ]a,b]. Lad S veere givet ved

S={(z,y)]91 (z) <y <ga(x) ANz €a,b]}

Lad f: S — R vere en begrenset funktion, som er kontinuert i det indre af S.
Sa er f integrabel pa S, og vi har

/Sf<x,y>dA=/ab (/(())f(wy)dy> i

Bevis. Lad D veere et akseparallelt rektangel, der omslutter S. Vi kan antage
det har formen D = [a, b] X [¢,d]. Vi skal vise, at fs er integrabel pa4 D. Men fs
er kontinuert i alle punkter af D med evt. undtagelse af punkterne pa kurverne
y=¢g1(x),y = g2 (), og de lodrette liniestykker = a og x = b. Disse kurver
udggr en malelig maengde med mal nul. Derfor er fg integrabel pa D. Ifglge den
foregéende sazetning har vi dermed

/S f (2,y) dA /D fs (,y) dA

) /ab (/cd i (x,y)dy> de = /ab (/:::)f(w’y) dy) dx

Eksempel 77 Lad S vere det begrensede omrade i planen, der afgrenses af
2
kurverne y = e~* og y = e~ * . Vi vil finde planintegralet

/fdA
sY

De to kurver skerer hinanden i punkterne (0,1) og (1, 6_1). Det omtalte omrade

er altsa S = {(x,y)‘e*z gyge*f ANO<z< 1},

2

0.9
0.8
0.7
0.6
05
0.4
0.3




23

Se figuren. Vi finder derfor

1 e "
/ Taa = / / Lay | dx
sY 0 e Y
1 2 1
= /x[lny]z,m dx:/ x(—x2+x)dx
0 0

1 1
1 1 1
3 2 4 3
= + dx = + =
/0 ( x x) x { 4m 39@}0 B

Eksempel 78 Lad S vere det begreensede omrade i planen, der afgrenses af

kurven y = arctanx samt af linierne y = % og x = 0.
arctan, 7
1
08
06
04
02

Se figuren. Vi vil finde planintegralet
/ sin ;rx JA
g cos?y
Vi finder, da S = {(m,y) |arctanx Sy<in0<a< 1}, at
/ sin;rmdA _ /1 /% Sin;mdy 4
g cos7y 0 arctanz COS™Y

™

1 1
= / sin 7z [tan y| L cian - T = / (1 — z)sinTzdr
0 0

1

= [—— cosTx — — (sinmz — wx cos mc)} =
T w2

0

1

Der er naturligvis en version af reduktionsssetningerne, hvor rollerne for z
og y er byttet om. Vi prgver eksemplet ovenfor med rollerne ombyttede.
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Eksempel 79 Lad igen S vere det begreensede omrade i planen, der afgrenses

af kurven y = arctanx samt af linierne y = % og x = 0. Vi vil finde planinte-

4
gralet
/ sm;r:zch
g cos?y
Vi finder, da S ogsa kan beskrives som S = {(:zc,y) }O <z <tanyANO<y< 7 },
at
/ sin;rdi _ /77[ (/tany sin;rxdw> dy
g COs“y 0 0 Cos~y
T 1 1 tany
= / 5 {—— cos ﬂx] dy
o cos?y | w 0

1 (11
= ;/0 COSQy(l—cos(wtany))dy

Dette integral kan klares ved substitutionen t = mtany, hvorved dt = ﬂ'@dy.
Dermed har vi

1 (% 1 1
;/0 COSQy(l_COS(Wtany))dy = 2 (1 —cost)dt

1 |
= ;[t—SIHt]O :;
Vi fik selufolgelig (eller skal vi sige heldigvis?) det samme som ovenfor. Pointen

er dog, at de to mdder, hvorpd planintegralet kan udregnes, tit giver anledning
til regninger af forskellig svaerhedsgrad.

Eksempel 80 Der gnskes en udregning af folgende dobbeltintegral

1 N
q:/ / 1—23dz | dy
0 VI

Vores umiddelbare problem er bestemmelsen af en stamfunktion til /1 — x3. En
sadan kan nemlig ikke udtrykkes ved elementere funktioner. Dobbeltintegralet
kan imidlertid opfattes som et planintegral over omrddet

S={(zy)Vy<z<Jyro<y<l1}

Dette omrdde i planen kan ogsd beskrives sdledes (her hjelper en tegning af
omradet!)

S:{(x,y)|x5§y§x2/\0§m§1}
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Hermed fas

g = /SmdAz/Ol(/jmcty>dm

1 22 1
/ {y 1—353} _dx:/ (xQ—xS) 1—x3dx
0 z? 0
1 5 1 /9 .
= /mQ(l—x3)2dm:——/ t2dt
0 3 /1

_ i{ﬂtz
T 1L 15

Bemaerkning 81 Der er mange, der bruger skrivemdden

b g2(z)
/ dw/ f(z,y)dy
a g1(x)

[ )

Fordelen er, at parenteserne undgas, og at man umiddelbart kan se hvilken vari-
bel er knyttet til hvilket integraltegn. Parenteserne kan selufolgelig ogsd udelades
uden omplacering af dx, som folger

b ga(z)
[ famdua
a Jgi(x)

Alle 8 skrivemdder ma anses for acceptable.

nar de mener

Eksempel 82 Idet vi (nir f > 0) tillader os at opfatte [q f(x,y)dA som
rumfanget af det legeme, der ligger under grafen for f og over xy-planen, wvil
vi finde rumfanget af det legeme, der begrenses af to cylindre med samme ra-
dius (nemlig 1), og hvis akser skerer hinanden under en ret vinkel. Vi kan
teenke os cylinderfladerne givet ved ligningerne 22 + x?> = 1 og 2> +y? = 1.
Rumfanget kan findes ved at observere, at legemet kan opdeles i 16 dele med
samme rumfang. Adskillelsen mellem disse er givet ved koordinatplanerne og
ved skeringen mellem cylinderfladerne: Med x,y,z > 0 fis z = V1 — a2 =
/1 —1y2 <=y = x. Det totale rumfang er da 16 gange rumfanget af mengden

{(x,y,z) 0<2</1-2he<y<1A0<z< 1}. Altsi fas rumfanget til
1 1
16/ dx/ V1 —1y2dy
0 x
M 1 !
= 16/ [—y (1—y2)+—arcsiny] dx
o 12 2 i

1
1 1
= 16/0 (%—ix (1—x2)+§arcsinx)dx

v
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Et lidt kedeligt integral, som dog nok kan udregnes med lidt flid. Vi prover istedet
omuvendt integrationsorden:

1 Yy 1
vV = 16/ dy/ \/l—dex:16/ V1—y? [zl dy
0 0 0
! 16
= 16 y\/l—deyZE
0

hvor det sidste integral blev fundet ved substitutionen t = 1 — y2. Bemerk, at
rumfanget er storre end rumfanget for en kugle med radius 1, som det da ogsd
bor veere.

Indskud om pol=ere koordinater i planen

I en orienteret plan er givet en orienteret ret linie, en tallinie, tallet 0 svarer
til punktet O, ogsa kaldet polen. Lad nu P veere et punkt i planen. Antag, at
P # O. Lad L veere linien, der gar gennem O og P. Linien forsynes med en af
de to mulige orienteringer, saledes at den kan betragtes som en tallinie ligesom
polaraksen, ja kan betragtes som en om polen drejet version af polaraksen. De
polzere koordinater for punktet P bestar nu af to tal. Det ene er den vinkel 6
polaraksen skal drejes (regnet med fortegn) for at falde sammen med L ogsa
hvad angar orienteringen. Det andet er det tal r, der aflaeses pa tallinien L ved
P. Derved bliver |r| afstanden fra O til P. Pa trods af formuleringen ”den vinkel

” er vinklen péa ingen made entydigt bestemt. Er 6 og r polaere koordinater
for P, sa er ogsa 6 + p27 og r poleere koordinater for P, nar p € Z. Desuden er
ogsa 0 + m + p2m og —r polere koordinater for P, nar p € Z. Polen O tillegges
de poleere koordinater r = 0 og 6 vilkarlig.

Ved sammenligning med modulus og argument for komplekse tal er forskellen
den, at modulus af et tal z var afstanden fra z til 0, altsa et ikke negativt tal.
At man ikke her forlanger » > 0 skyldes, at ligningerne for kurver i poleere
koordinater ofte far et enklere udseende, nar der ikke insisteres pa, at r skal
veere ikke-negativ.

Indlaegger man foruden det poleere koordinatsystem ogsa et cartesisk (rek-
tanguleert) system, hvor polaraksen bruges som fgrsteakse (abscisseakse, x-akse),
s& har ethvert punkt P dermed bade et st cartesiske koordinater (z,y) og et
st polaere koordinater (0, 7). Sammenhaengen mellem disse er som fplger

T r cosf

= rsinf

Disse gaelder uanset om r er positiv eller negativ. Overgangsformler, der gar den
anden vej, ser saledes ud

tanfd =

Y
x
o= Ve
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hvor der for den fgrstes vedkommende forudssettes, at « # 0. Vil man have et
st poleere koordinater med r > 0, sa har vi

arctan £ for >0
0 = m+arctan £ for 2 <0
5 -sign(y)  for x=0

r o= VAP

ganske som for modulus og argument for komplekse tal. En formel, der giver en
vinkel i intervallet |—m, 7] (svarende til hovedargumentet for komplekse tal) er

r4+x
T for r+x=0

r o= VAT

Vihar, at r+2 = 0 <= y = 0Az < 0. Bemaerk, at pga. flertydigheden af polaere
koordinater, giver disse sidste formler kun et forslag til polsere koordinater.

0 — {2211‘(:‘02111—L for r+x#0

Eksempel 83 Kurven, der i polere koordinater har ligningen r = 1 4 cos 0,
kaldes cardioiden. Den er vist pd figuren.
1+ cosf

Eksempel 84 Den firebladede rose har i polere koordinater ligningen r =
sin 260. Den er vist pd figuren. Bemeerk, at vi her gor brug af negative vaerdier
for r, idet sin 20 er negativ f.eks. for 6 € ] 5 7r[.

sin 20
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0.6

0.2 04_0.6

Eksempel 85 Ligningen for cardioiden r = 1+ cos6, der jo er i polere ko-
ordinater, kan omskrives til en ligning i cartesiske koordinater. Bemerk, at vi
ngdvendigvis har, at v > 0 i dette tilfelde, si v = \/x2 + y2. Multipliceres si pa
begge sider af ligningen med r, fas, idet x = r cosf, at

2

4yt =2+t ta

Efter isolering af kvadratroden og pifolgende kvadrering fis
2
(m2+y2—m) — 22 4y

Denne ligning er faktisk ekvivalent med den forste (man far jo ellers tit falske
losninger ved kvadrering). Fra den sidste ligning isoleres y? let, hvorefter man
finder folgende udtryk

1 1
y::t\/§+x—w2:|:§\/l+4x

Alle 4 kombinationer af fortegn skal med. Hver kombination giver sin del af
cardioiden. Man ma vist indromme, at den polere representation af kurven er
betydeligt simplere!

Eksempel 86 Ligningen for den firebladede rose r = sin 20 kan ogsa omskrives
til cartesiske koordinater. Ved brug af formlen sin20 = 2sinfcosf og samme
idé som i eksemplet ovenfor fas

(:zc2 + y2)3 = 4x2y2

Det kan lade sig gore at isolere y (brug Maple), men resultatet bestar of 6 forskel-
lige (og ikke serligt pene) udtryk. Hvert af disse udtryk svarer til en del af kur-
ven. Kurvens numerisk stgrste x-verdier er :I:%g, hvilket ses ved differentiation
af x = rcosf = sin 26 cos § = 2sinf cos? 0. To af udtrykkene er reelle i hele om-
radet —% <z < 5%75. Af de 4 gurige er 2 reelle og 2 imaginere i omrddet

0<z< 5%75. I omradet —5%/5 < x <0 bytter de to par roller.
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Eksempel 87 Parablen med ligningen y = x2 i cartesiske koordinater kan

udtrykkes i polere koordinater ved at erstatte x ogy med rcosf og rsinf, hen-
holdsvis. Lases derefter for r, fas

sin 6

cos2 4

Eksempel 88 Kurven med ligningen y = arctanx i cartesiske koordinater kan
udtrykkes i polere koordinater ved

rsin = arctan (r cos 0)

Isolering af v synes ikke at vere mulig (Maple kan heller ikke).

Planintegralet i polaere koordinater

Saetning 89 Lad a < B < a+ 27 oglad 0 < c < d. Lad D vere den mengde i
planen, der i polere koordinater er givet ved

D={lr)c<r<dha<i<p}

Lad R = [, 8] X [¢,d] vere den mengde i Or-planen, der er givet ved samme
udtryk som D, men hvor (0,r) er sedvanlige retvinklede (cartesiske) koordi-
nater. Antag, at f er integrabel pa S og at funktionen f givet ved f(@,r) =
f(rcos@,rsinf) er integrabel pa D. Sa gelder

/D fx,y)dA = /R rF (0,7)dA

Hvis ogsé funktionen r — rf (rcos@,rsinf) for ethvert fastholdt 0 € [a, 8] er
integrabel paé [c,d], sd gelder, at hgjre side kan erstattes af et dobbeltintegral,
saledes at vi har

/Df(x,y)dA: /j (/cdr~f(rcos9,rsin9)dr>

Bevis. Vi antager ferst, at f (z,y) > 0 for alle (z,y) € D. Lad Pgr veere
en inddeling af R i akseparallelle rektangler R;; = [6;_1,6;] x [rj—_1,7;], med
t=12...,n0gj =1,2,...,m. Lad D;; veere det til R;; svarende omrade
i xy-planen. Hermed foreligger altsa en opdeling af D i omrader af form som
et stykke daseananas. Lad m;; og M;; betegne infimum og supremum af f pa
D;;, henholdsvis. Senere far vi brug for, at sa er m;; og M;; ogsa infimum og
supremum af fN’pé R;j, henholdsvis. S& har vi
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Vi harA(Dij) = % (91 — 91 1) (’1“2 — 7"]2 1) = % (91 — 91‘,1) (Tj — ijl) (Tj —|—7“j,1) =
L1A0;Ar; (rj +rj_1), nar A; = 0; — 0;_1 og Arj =r; —r;_1. Hermed har vi,

at 7,1 A0;Ar; < A(D;;) < r;A8;Ar;. Derfor fas (da Mij > m;; > 0)

Zm”rj 1A0;Ar; < / f(z,y)dA < ZMUTJAH Ar;

1, ,J

Lad g veere funktionen givet ved g (6,r) = rf (r cosf,rsin8) for alle (0,r) € R.
Sa har vi, at venstre medlem af ulighederne ovenfor er mindre end en undersum
sq for g svarende til den givne inddeling af R, og hgjre medlem er stgrre end en
tilsvarende oversum S, for g. Forskellem mellem de to sider er, idet A0;Ar; =
A (R;;), og idet K er en gvre greense for | f]

0 S ZMijTjAeiArj_Zmijrj—lAeiATj
i,j 1,J
= Z(Mz‘ﬂj—mim—l)fl(&j)
= ZMW —rj—1) A(Rij +Zm 1 —mi;) A(Rij)
< Kmm( T —Tj1) +dz —mij) A (Rij)

J

Da summen

> (Mi; —mij) A(Ryj)

i,J
er forskellen mellem en over- og en undersum for f svarende til inddelingen af
R, og da f antages integrabel pa R, kan vi bestemme en inddeling saledes, at
vi til givet € > 0 kan ggre denne forbkel mindre end 5. Samtidigt kan vi veelge
inddelingen, sa min; (r; — ;1) < 57 TRAR)- Altsa ﬁndes der en inddeling af R
og dermed af D, sa

0< ZMijrjAGiArj — Zmijrj,lAGiArj <e

0,J ,J
For denne inddeling geelder da ogsa, at
Sg— 589 <€

Dette viser, at g er integrabel pa R.. Endvidere fas af de anfgrte uligheder, at

—s</h(9,r)dA—/ flr,y)dA<e
R D

Men da dette gaelder for alle £ > 0, ma vi have, at

/Df(x,y)dA:/Rh(@,r)dA
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Altsa
/ f(x,y)dA:/ rf(rcosf,rsinf)dA
D R

Antag nu, at f ikke ngdvendigvis er ikke-negativ. Da f er begrzenset kan vi
veelge en konstant k, s& f + k > 0. For denne sum gaelder resultatet. Altsa har
vi

/(f(x,y)—i—k)dA:/r(f(rcos@,rsin@)—l—k)dA
D R

Men heraf fas

/f(x,y)dA+kA(S):/rf(rcos&,rsin&)dA+k/rdA
D R R

Men vi har

/erA:/j (/jrdr)dQ:/j%(dQ—CQ)dQZ%(IB—O‘)(dQ_CQ):A(D)

Dermed geelder resultatet

/f(x,y)dA:/rf(rcos@,rsin&)dA
D R

ogsa uden antagelser om ikke-negativitet. Reduktionen af planintegralet pa hgjre
side til et dobbeltintegral kan nu foretages, nar forudssetningerne i ssetningen
herom er opfyldte, altsd nar funktionen r —— rf (rcosf,rsinf) for ethvert
fastholdt 6 € [o, 5] er integrabel pa [c,d]. m

Saetning 90 Lad g1 og go vere reelle kontinuerte funktioner defineret pa inter-
vallet [, 8], hvor B — a < 2. Antag, at 0 < g1 (0) < g2 (0) for alle 6 € Jo, B].
Lad S vere den mengde i planen, der i polere koordinater er givet ved

S={0,r)]g:1(0) <r<ga () Na <0 <3}

Antag, at f er en begrenset funktion, der er kontinuert i det indre af S. Sa er
f integrabel pd S, og der geelder

B 92(0)
/Sf(x,y)dA:/a (/91(6) r-f(rcos@,rsm@)dr)

Bevis. Lad T veere et akseparallelt rektangel, der indeholder .S. Randen af
S, der jo bestar af to rette liniestykker og kurverne r = g1 (0) og r = g2 (6) mé
have mal nul. At kurverne har mal nul, da g; og g2 er kontinuerte, bgr vises, men
vi springer det over. Derfor vil fs veere integrabel pa T'. Altsa er f integrabel
pa S. Lad S veere det omrade i planen, der er givet pa samme made som .S,
men med (6,r) opfattet som rektangulsere koordinater. Lad omradet D vsere
givet i poleere koordinater ved D = {(0,7) jming; <r <maxgo Aa < 8§ < [}.
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Lad R veaere givet pa samme méade, men med (6,r) opfattet som rektangulsere
koordinater. S& har vi

/f(x,y)dA = /fg(:zc,y)dA:/rfs(rcose,rsinﬁ)dA
s D R

8 92(0)
/rf(rcos@,rsin@)dA:/ (/ %f(rcos@,rsin@)dr)
S a 91(0)

Eksempel 91 Vi vil udregne planintegralerne [¢ydA og [¢dA, hvor S er det
omrade i den gvre halvplan, der ligger indenfor cirklen x* + y?> = R? og i det
spidse vinkelrum mellem linierne y = +x. Vi finder, nar der bruges polere
kordinater, at S kan beskrives ved

0<r<RA—=XZ<90

s 3T
4 4

IN

S:{(Q,r)

Hermed har vi

Jora =],

= /r/l sin9-§R3d9: éRS [— cos 0]

4

3T

R iz R
/ r - rsin 0dr d9:/ / r2sin 0dr | do
0 z 0

3

=3

Det andet integral [4dA = [¢1dA = A(S), altsi arealet af omridet. Det kan
evt. 0gsa udregnes ved integration:

ar R ar
/dA:/ (/ r)d&:/ Lp2ag - T2
s = 0 L 4

i overensstemmelse med, at S er en kvart cirkelskive.

Bemaerkning 92 Massen M af et legeme S, hvis massetethed er givet pr.
arealenhed ved en funktion p, kan udregnes ved

M = / p(z,y)dA
S
Tyngdepunktets koordinater (x7,yr) er givet ved

o 2p(2,y) dA

2= gl
—a

yr = yp (z,y)dA



33

Huis kvartcirklen i eksemplet ovenfor var belagt med en masse med konstant
tethed p, sa er massen altsa M = %RQ,O, og tyngdepunktets y-koordinat

1 P p 2R 4f
gr M/Syp(x’y) M/Sy ZR%p B I

Tyngdepunktets x-koordinat mé af symmetrigrunde vere nul. Bemerk, at (x7,yr)
ligger i "trekantsdelen” af kvartcirklen.

Eksempel 93 Lad S vere omradet indenfor cardioiden, der i polere koordi-
nater er givet ved r = 1+ cos@. (Tegn kurven!). Vi vil forst finde arealet af S.

Vi har
27 14cos 8
[as= [ ( / rdr> @

1 14cos 6 27 1
= / [—rﬂ do _/ (1+cos6)®db
0 2 o 0 2

2m
= %/ (1+2cost9+c0529)d9:%(27r+0—|—ﬂ'):—
0

A(S)

Antag, at S er belagt med masse med konstant tethed. Find tyngdepunktets
beliggenhed. Af symmetrigrunde er yr = 0. Tyngdepunktets z-koordinat er givet
ved

xrxr =

p(xy dA——/di
S

27 14cos 0
(/ T - T COS 9dr> df
0

27

Fle gl=

%\

2
3 cos 0df = 2 / (1 4 cos 6)? cos Adf
971 Jo

col»—\

:l 14cos 0

27

o %

I
\hc\

cost9—|—3cos 6 + 3cos® 0 + cos? 9)d9
9

2

(3 cos® 0 + cos® 9)d9_3<3 +3_7r> =
97 97

5
4 6
Eksempel 94 Vi vil udregne planintegralerne fs (ac2 +y2) dA og fs dA, nar
S bestir af de fire ens omrader indenfor den firebladede rose givet i polere
koordinater ved r = asin20, hvor a > 0. Vi behgver kun at udregne 4 gange
integralet over et enkelt af de 4 blade, nemlig det der i polere koordinater er

givet ved
fi =5
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Vi finder

5 asin 20
/ (yc2 + y2) dA = 4/ / r-r2dr | df
s 0 0

1
= 4/0 Za4sin429d9:?£—ga4

[SIE]

Det andet planintegral er jo arealet. Vi finder

a sin 260
/dA:4/ / rdr | df
S 0 0

4/2 L2in2 99 dp — T2
L 2 2

SE]

A(S)

Bemseerkning 95 Inertimomentet I, mht. z-aksen for et legeme S, hvis mas-
setethed pr. arealenhed i xy-planen er givet ved en funktion p, kan udregnes
ved

I. = / (2> + %) p(z,y) dA
S
Mere generelt er inertimomentet Iy, mht. en akse L givet ved
I = / dist (x,y),L)? - p(x,y)dA
S

hvor dist (x,y) , L) hér betyder afstanden fra (x,y) til linien L. Huvis i eksemplet
ovenfor rosen var belagt med masse med konstant tethed p, sa var inertimo-

mentet mht. z-aksen altsa I, = 3—ga4p, og massen var M = %aﬁp. Dermed har
vi
3 a2
I.=-Ma
-8

Eksempel 96 Vi vil udregne integralet

/ e~V dA
S

dels, nir S = Cg, cirkelskiven givet ved x> + y?> < R?, dels nir S = K, er
kvadratet [—a,a] X [—a,a]. Vi finder i rektangulere koordinater

/ eV dA = / (/ e_xz_yzdy) dx
K, —a —a
= / e (/ eyzdy> dx
. a ) \ a ) a ) 2
(/ e ¥ dy) (/ e~ dx) = (/ e~ dx)
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men har det problem, at en stamfunktion til e~ ikke kan udtrykkes ved ele-
mentere funktioner. Vi udregner nu integralet over Cr i polere koordinater:

s 9 2 R ) 2 1 ) R
/ e T TV dA = / / re”" dr | df :/ {——e_r } db
Cr 0 0 0 2 0
27
_ 1 g2 _ _R?
= /0 2 (1 e ) do =r (1 e )

Med R = a har vi Cg = C, C K,. Med R = \/2a har vi K, C C\/ia- Derfor

har vi
/ =V A < / eV 44 < / =V A
Ca K, Cysa

Bemeerk, at imp_, o fcp e =V dA = 7. Heraf fas af ovenstiende uligheder, at

a ) 2
lim (/ e ” dx) =7

/ e~ dz = NZ3

—OoQ

altsa, at

Resultatet er nyttigt (og velkendt) i sandsynlighedsregning og statistik. Det bety-
der, at funktionen

1 _,»
¢ (z) = ﬁe

kan opfattes som en sandsynlighedstethed i R, idet ¢ () > 0 for alle x € R og

/O:O(/)(x)dle
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Kapitel 3

Differentiabilitet

3.0.9 Definition af differentiabilitet

For en funktion af én variabel er definitionen af differentiabilitet som bekendt
fglgende.

Definition 97 Lad f vere en reel funktion af én variabel defineret pd intervallet
1. Lad a € I. Hvis grenseverdien

L fah) ()
h—0 h

eksisterer og er lig med tallet A, sd siges f at vere differentiabel i a med differ-
entialkvotient A.

Definitionen er skvivalent med folgende:

Definition 98 Lad f vere en reel funktion af én variabel defineret pd intervallet
I. Lad a € 1. Hvis der findes et tal A, sd

fla+h)—f(a)— Ah
h

—0

for h — 0, sd siges f at vere differentiabel i a med differentialkvotient A.
Denne definition er igen sckvivalent med folgende:

Definition 99 Lad f vere en reel funktion af én variabel defineret pd intervallet
1. Lad a € 1. Hvis der findes et tal A og en funktion g defineret i omegnen af
0, sd

fla+h)=f(a)+ Ah+g(h)h

og s g(h) — 0 for h — 0, sd siges f at vere differentiabel i a med differen-
tialkvotient A.

37
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Bemaerkning 100 [ ovenstiende definition kan leddet g (h) h erstattes af led-
det g (h) |h| uden yderligere endringer.

I denne sidste form kommer idéen om linearisering tydeligt frem: For sma
veerdier af |h| er f(a+ h) neesten lig med f(a) + f'(a)h, eller anderledes
udtrykt: Nar x er teet pa a, si ligner f (z) til forveksling det linesere udtryk
f(a)+ f'(a) (z —a). Vi vil sige, at f(a) + f'(a) (x — a) er lineariseringen af
f (z) omkring punktet a. Som bekendt er y = f (a) + f' (a) (x — a) ligningen for
tangenten til grafen for f i punktet (a, f (a)).

Den sidste version af differentiabilitetsdefinitionen benyttes ved generaliser-
ing til funktioner af flere variable.

Definition 101 Lad f vere en funktion af to variable defineret i maengden
S C R2. Lad (a,b) vere et indre punkt i S. Hvis der findes en funktion g
defineret i en omegn U af (0,0) og to tal a og B, sé

fla+h,b+ k) = f(a,b) + ah + Bk + g(h, k) [|(h, k)]
for alle (h,k) € U, og hvor funktionen g opfylder
g(h, k) — 0 for (h,k) — (0,0),

sa siges [ at vere differentiabel i (a,b). Den lineere funktion af de to variable
h og k
df = ah + Bk

kaldes differentialet af f i punktet (a,b).

3.0.10 Differentiabilitet og eksistens af partielle afledede

Hvad har nu eksistensen af partielle afledede med begrebet differentiabilitet at
gore. Herom geelder:

Saetning 102 Lad f vere differentiabel i (a,b) med differential df = ah + Sk,
sd har f partielle afledede i (a,b) med fy(a,b) = o og fy(a,b) = B.

Bevis. Vi har, nar f er differentiabel i (a,b) med differential df = ah + Sk,

" Flathb) —f(ab) _oh+g(h0)h _

h h

L
h

a+ g (h,0)

der har greenseveerdien « for h — 0, da g (h,0) — 0 for h — 0, og da % =+1.
Altsa eksisterer fy (a,b) og er lig med a. At f, (a,b) eksisterer og er lig med /3
fglger pa ganske analog vis. m

Differentialet for f i punktet (a,b) er altsi

df:fx(aab)h+fy(aab)k
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Oftest bruges i stedet for (h, k) variabelnavnene (dz, dy), der bl.a. har den fordel,
at man kan se, hvilke navne de oprindelige variable (z,y) har. Med dette valg
far differentialet folgende udseende:

df = fu (a,b)dz + f, (a,b)dy

Her kommer endnu en version, hvor vi har valgt ogsa at undertrykke referencen
til det punkt (a,b), i hvilket differentialet af f tages:

of of
df = =—dx + =d
f 9z * dy Y
Definitionen af differentiabilitet kan udtrykkes saledes: f (z,y) kan i nserheden
af (a,b) approksimeres godt ved det linesere udtryk f(a,b) + fu(a,b)(z —a) +
fy(a,b)(y — b). Anderledes sagt: Grafen for f , altsa fladen med ligningen =z =
f(z,y) ligner i nzerheden af punktet (a,b, f(a,b)) en plan med ligningen

z = f(a,b) + fa(a,b)(x — a) + fy(a, b)(y — b)

Denne plan kaldes tangentplanen til grafen i punktet (a, b, f(a,b)). Vi skal ogsa
kalde udtrykket f(a,b)+ fz(a,b)(x—a)+ fy(a,b)(y—b) lineariseringen af f (z,y)
omkring punktet (a,b).

Man kunne tro eller habe, at eksistensen af de to partielle afledede alene var
nok til at sikre differentiabilitet. Dette er dog ikke tilfseldet, hvilket folgende
eksempel viser.

Eksempel 103 Lad f vere givet ved forskriften

ey 4 T for (@) #(0,0)
f( ay) { 6 for (z,y) = (0,0)

Denne funktion har partielle afledede i (0,0), hvilket ses som folger:

Jimy h = fim g =h

hvoraf fas f.(0,0) = 1. Tilsvarende har vi
lllg% k k—0 k

hvoraf fis f,(0,0) = 0. Hvis f var differentiabel ville

f(hvh) — hfx(0,0) - hfy(oa 0) _ g(h, h) H(hvh)H _
. = b =g(h,h)

WHOJ‘bthO.

Men
f(h,h) = hfs(0,0) = hfy(0,0) 2—h

1
h h 2
for alle h # 0,sd f er ikke differentiabel i (0,0).
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Eksistensen af partielle afledede i en hel omegn af (a,b) sikrer dog differen-
tiabilitet, nar blot de partielle afledede er kontinuerte i (a, b). Dette udtrykkes i
fglgende szetning.

Saetning 104 Lad f vere en funktion af to variable defineret i mengden S C
R2. Lad (a,b) veere et indre punkt i S. Antag, at f er kontinuert og har partielle
afledede i en omegn af (a,b). Antag, at disse partielle afledede er kontinuerte i
(a,b). Sa er f differentiabel i (a,b)..

Bevis. Vi begynder med at definere g. I (0,0) saetter vi g (0,0) = 0 og for
(h, k) # (0,0), seetter vi g (h, k) til

f(a+hab+k) _f(avb) _f:t(aab)h_ f’y(avb)k

g (k) = 1B

Vi skal vise, at g (h,k) — 0 for (h,k) — (0,0). Lad da ¢ > 0 veere givet. Da
bade f, og f, er kontinuerte i (a,b), fas at der eksisterer et § > 0, s [|(h, k)|| < &
sikrer, at | fz (a + h,b+ k) — fz (a,b)| < 5 ogogsa |f, (a+h,b+ k) — fy (a,b)] <
5. Til et givet (h, k) fas nu af middelveerdissetningen, at der findes et tal £ mellem
a+ h og a, og et tal n mellem b+ k og b, s&

fla+hb+k)— f(a,b) = fla+hb+k)— fla,b+k)+ fla,b+k)— f(a,b)

fo(§ 0+ k)b + fy(a,n)k
fala,b)h + fy(a, D)k + [fo(€,0+ k) = fala,b)] b+ [fy(a,n) = fy(a,b

Hermed har vi

[fx(gab+ k) — fm(avb)] h + [fy(aﬂi) — fy(avb)] k

gl = 1B
N I B L
< | fo(& b+ k) — fa(a,b)] i k)H—&-\fy(a,n) fy(a,b)| T
< Ul€b+ R~ Fola)] + Ufy(an) ~ flab] < 5+ 5=

nar blot ||(h, k)|| < 0. Hermed er ssetningen bevist. m

3.0.11 Anvendelser af linearisering

Linearisering anvendes i udstrakt grad. Vi giver nogle eksempler.

Newtons metode for én ligning med én ubekendt

Der er givet en reel funktion f af én variabel. Vi antager, at f er defineret pa
intervallet I og at f er differentiabel overalt i I. Vi sgger Igsninger til ligningen
f(x) = 0. Lad os sige, at vi har en formodning om, at der findes en rod i
naerheden af zg € I. Hvis vi er virkeligt gode til at geette, sa er f (zg) = 0.
Vi antager, at det ikke er tilfseldet. Vi lineariserer nu f omkring zg. Hermed
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erstattes f (z) med det linesere udtryk f (zo)+ f’ (zo) (x — xp), der ma formodes
at veere en udmeerket erstatning for f (z), nar blot vores geet pa en lgsning xg
er teet pa den rigtige lgsning, som vi vil kalde a. Ligningen f (z) = 0 erstattes
af ligningen

f(zo) + f' (20) (z — 20) =0

der som lgsning nok ikke har «, men formodentlig en lgsning, der ligger meget
teet pa a.. Fordelen ved lineariseringen er, at denne ligning er let at lgse. Det er
jo en linezer ligning med én ubekendt. Hvis f’ (xzg) # 0, sd har den en lgsning.
Lad os kalde lgsningen for z1. Sa har vi

[ (20)
f' (o)
og vi formoder, at zy ligger meget teet pd «. (Hvis zy skulle falde udenfor
definitionsintervallet I, s& ma vi forsgge at forbedre vores geet xp). Den neeste

gode idé er at gentage proceduren: Vi lineariserer nu f omkring x; hvorved
ligningen f () = 0 erstattes af ligningen

f(x)+ f (@) (z—21)=0

1 =29 —

Hvis /' (xz1) # 0, s& har ligningen en lgsning. Den kalder vi za, og den er givet

ved
g =1 — f (xl)
f! (1)
Saledes fortsattes. Dette lader sig ggre saleenge x4, 9, T3, . . . , T, forbliver inden-
for I og s&laenge den afledede f/ er forskellig fra nul i punkterne xg, 1, @2, ..., Tn_1.
Vi har abenbart, at z,, og z,—1 haenger sammen pa fglgende made
T, = f (xnfl)

T @)

Hvor leenge skal vi fortssette? Forventningen er, at =, — « for n — oo. Hvis
dette holder stik, vil z,, efterhanden ikke sendre sig meget i forhold til z,,_1, og
da man jo regner med et vist antal cifre i sine decimaltal, vil der efterhadnden
ske det, at tallene faktisk er ens (eller kun afviger pa sidste ciffer). S& er det
(ihvertfald) tid til at standse. Men ellers kan man standse, nar |z, — x,—_1| er
mindre end en vis tolerance, der ma afhsenge af den konkrete opgave. Et andet
stopkriterium er: Stands nar |f (x,)| er mindre end en vis tolerance, et ikke
urimeligt stopkriterium, da det er f (x) =0, vi forsgger at lgse.

En betingelse for at talfslgen ("Newton-folgen”) (zn),-, faktisk konverg-
erer mod roden « gives i fglgende szetning. Den giver ogsa indsigt i konvergen-
shastigheden.

Saetning 105 Lad o € I veere en rod i ligningen f () = 0.

1. Huis f" er kontinuert i a og f' () # 0, sd konvergerer talfolgen (x,) .,
mod roden o, nar blot xg velges tilstrekkeligt tet pa o.
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2. Hvis [ er to gange differentiabel i intervallet I, og hvis f'(xg) # 0, sd
eksisterer der et tal £ mellem a og g, sa

f"(€)
21" (zo0)

2

T — o= (g — )

Bevis. For at bevise pastand (1) veelg til et givet k € ]0,1[ et tal § > 0, s&
[z —al <5 =|f"(x) = [ ()] <k |f (o)
Heraf folger, da |f" ()| — |f" (z)| < [f' (z) — f' ()], at
[z —af <o =|f' ()| > A =k)[f ()] >0

Hermed har vi, nar xq veelges, si |zg — a] < 6, at

T1—a = T _ S (o) —a
! Y (=)
~ (zo—a) f'(w0) — £ (20)
f" (o)
[{dtﬂyt nu, at f(x0) = f (zo) — f(a) = f' (&) (xg — @) for et £ mellem z( og «,
sa fas
o (=) (o) = £1(©)
f" (o)
Heraf folger
|71 —a] = [z0—q ' (zo) = F7(0) + 7 () = £)]
" (o)
< g o ) = S @I @) - 11(6)
B [f" (o)
< \wo—a\Mz\wo—Cﬂi
B (1=E)[f" ()| (1-k)

Lad os nu antage, at k er valgt sa k < % Sa geelder, at faktoren g = (127]“,6) <1

Vi finder da, at

‘wn - a| q |xn—1 - a‘ < q2 |xn—2 - a|

<
< <G |mo— <

Heraf fplger abenbart, at |z, — a| — 0 for n — oo, og det var det vi ville vise.

For at bevise pastand (2) bruger vi Taylors ssetning med z¢ som udviklingspunkt.
Der eksisterer et tal £ mellem « og xg, sa

0= 1(2) = £ (a0) + ' (z0) (@~ a0) + 31" (€) (@ 0)°
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Derfor fas, at

1 — o = Tg— f(l‘(]) —«
1 0 Iz (950)
@) (= =o) + 3£ (€) (a — o)”
= Tg—Qa+

Bemsaerkning 106 Ndir bide f'(a) # 0 og f” (o) # 0, betyder setningens
anden pastand, at hvis blot xg er tet nok pa o, sa har vi

z —ark(z—a)
hvor k = %% Nar en sdadan relation gelder, taler man om kvadratisk kon-
vergens.

Eksempel 107 Vi vil lgse ligningen x +1nx = 0 ved Newtons metode. Lignin-
gen kan ogsd skrives Inx = —x. Denne form er egnet til grafisk lgsning uden
brug af maskine. Med andre ord: Denne form er egnet til at give os et godt start-
geet xg for Newtons metode. Skitserer vi kurverne y = Inx og y = —x, ser vi,
at disse skerer hinanden for en x-verdi ner % Vi setter f (z) =z +1nzx og
bruger xo = % Vi finder ' (z) =1+ %, hvormed

o x_f(xg)_x_xo—&-lnxg
1 O fm) Y 1+ L
1 -2 1+In2
= 3- 2 = =~ ().56438239351998176981

Videre fis

f(z1) z1 +1nxy
Tog =T — =z — —————

fe) 114+ L

z

= (.56713898771506015697

0g

z3 = 0.56714329039936905088
x4 = 0.56714329040978387300

Nar der (som her) regnes med 20 betydende cifre, fias x5 = x4. Vi md derfor
anse x4 for den sggte rod. Nar der regnes med 20 betydende cifre, vil en kontrolu-
dregning af f (x4) give 0. Til sammenligning har vi (angivet med 3 betydende
cifre), at f(zg) = —0.193, f (v1) = —0.764 x 1072 f (z3) = —0.119 x 1074
og f(x3) = —0.288 x 10719, Maple kan lose ligningen eksakt, idet den kender
Lamberts W-funktion. Losningen er LambertW (1), der med 20 betydende cifre
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netop er 0.56714329040978387300, altsd det samme som x4.
Som det tydeligt fremgar, er konvergensen endog serdeles hurtig: Efter fjerde
iteration er resultatet ikke til at skelne fra det eksakte, nar 20 betydende cifre

anvendtes. Den anden afledede af f er givet ved f" (v) = —x72, sd
~ f// (a) 2 _a—2 9
T~ oy @) = gy @)
S (z0 — a)® = —.562560 (z¢ — a)?
2a0(1+ o)

Ved brug af de fundne verdier for x1,xy og x3 fds:

r1 —«

g — @

% —  —0.564469
] — @

% —  _0.562563
T9 —

Der er sdledes god overensstemmelse med seetningen ovenfor.

For hvilke startverdier xq fds en folge (z,,),-, der konvergerer mod roden o?
Dette sporgsmal er i det generelle tilfelde uhyre svert, men i det foreliggende
eksempel er svaret ganske enkelt: For alle xo € 10, e[. At gvre greense er e skyldes,
at man for g = e far x1 =0, og for xg > e far x1 < 0. Regner man komplekst,
kan det sjovt nok ogsi ga godt for xqg > e, man kan prove Maple. Lidt mere
detaljeret er regningerne:

xr1 > 0 <= xg—
< 1l-Inayg>0<=uz9<e

Desuden har vi, idet vi i tredie trin udnytter, at o + Ina = 0:

X1 < o< ITo —

1
— l—lnx0<a<1+—>
zo

— l—lnﬂco<—lnoz—|—g
T
o o
— 1<—-In—+ —
zo zo

Men funktionen g givet ved g (t) =t —Int ses let at have egentligt globalt mini-
mum i 1 med verdi 1. Altsa gelder udsagnet x1 < « for alle xo # o, 9 > 0. Da
x1 let ses at veere en voksende funktion af zg, fas altsd for alle zg € ]0,¢[\ {a},
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at folgen x1, 2,23, ..., Ty, . .. er voksende og holder sig under ac. Men sa ma fol-
gen vere konvergent. Folgen ma ngdvendiguis konvergere mod en rod i ligningen
z+Inx = 0. Men denne ligning har kun én rod, nemlig c.

Eksempel 108 Lad f vere givet ved forskriften

B Ve for >0
f(x)_{—\/—_m for <0

Ligningen f (x) =0 har dbenbart den entydigt bestemte lgsning x = 0. Funktio-
nen f er differentiabel alle andre steder end i 0. Forsgger vi at bruge Newtons
metode, far vi, nar zq > 0, at

Tl = X0 — 1 IJI(]—Z%‘(]:—JIO

2\/£K0

Tilsvarende fas, ndr xg <0

T

T1=T9— —3 — =g — 2T = —Tg

2 —X0

Men dette betyder, at folgen (wn)zo:(] er lig med xg, —xq, x9, —xq, X0, . . . - Folgen
er altsa ikke konvergent for mogen startverdi xg # 0. Som newvnt er f ikke
differentiabel i roden, nemlig 0. Sa der er ingen modstrid med setningen ovenfor.

Eksempel 109 Definér g ved

2x

) =———
9@ =137
Vi vil lgse ligningen g () = 0 ved Newtons metode, ikke for at finde lgsningen,
for den er agbenbart x = 0, men for at undersgge for hvilke verdier af xg Newton-
folgen konvergerer. Hvis xg > 0, sd giver en hurtig udregning, at v1 = —x%.
Tilsvarende fds, nar vo < 0, at x1 = x3. Heraf folger abenbart, at folgen (@n)oro
for g > 0 er givet ved zo, —x2, x5, —x§, 288, . ... Denne folge konvergerer, hvis
og kun hvis g < 1 og grenseverdien er dbenbart 0. Tilsvarende fas, at folgen
(Jcn)zozo for zg < 0 er givet ved xq,x3, —x, 25, —x{C, ..., der konvergerer, hvis
og kun hvis xg > —1. Alt i olt altsa konvergens af Newton-folgen, netop nar

‘:130| < 1.
Eksempel 110 Definér h udfra funktionerne f og g fra de to forrige eksempler

ved
[ g(x) for |z|<1
h(z) = { f(x) for |x|>1
Sa er h differentiabel overalt, ogsd i +1. Newton-folgen er konvergent, hvis og
kun hvis |zo| < 1. For |xg| > 1 har vi x1 = —xy.



46 KAPITEL 3. DIFFERENTIABILITET

Eksempel 111 Newtons metode pa ligningen sinx = 0 giver

sin zg

T = X0 — = xg — tanzg

COS Zg
Med F (x) = x — tanx kan relationen skrives x1 = F (z). Hvis I er et interval,
der er symmetrisk om 0 og opfylder, at x € I Nz # 0 = |F (z)| < |z|, sd vil
altsd Newton-folgen opfylde |xg| > |x1| > |x2| > |x3| > .... Men sd@ md folgen af
numerisk-verdier konvergere mod et tal a > 0. Da der geelder, at x og F (x) har
modsat fortegn, har vi, at |x,| = —F (|xn_1|). Heraf fas, at a = —F (a), hvilket
umuliggor, at a #0, daa € I, sd a #0 = |F (a)| < a. Et maksimalt interval
I kan bestemmes ved forst at lgse ligningen F (z) = —z, d.v.s. tanz = 2zx.
Denne ligning kan kun loses numerisk (se neste eksempel). Den har i intervallet
]O, 5 [én losning, nemlig r = 1.165561185. For |x| < r gelder netop, at |F (z)| <
|z|. Newtons metode giver altsd konvergens mod 0, nar xg € |—r,r[. For zg =
+r er der ikke konvergens, idet Newton-folgen da bliver r,—r,r,—r,r, ... og
—r,r,—r,r,—7, ... henholdsvis. For |xo| > r er forholdene meget komplicerede,
men interessante. Vi kan kun opfordre leseren til at eksperimentere med blyant
og papir. Eksempelvis overbevises man let om, at et endog meget fierntliggende
xo kan have x1 € |—r,r[, hvorfor Newton-folgen konvergerer mod 0.

Eksempel 112 Vi vil finde den lgsning til ligningen tanx = 2x, der ligger i
intervallet ]0, 5 [ Vi veelger at omskrive ligningen til

sinz — 2xcosz =0
Da dim (sinz — 2z cosx) = cosx—2cosx+2xsinz = 2z sinxz—cos z, far Newtons

formel udseendet
sin zg — 2xg cos Lo

xr1 = X9+ -
cos g — 2z sin xg

Med et startgeet pd xo = 5 fis v1 = %—% = 1.252486441, x5 = 1.172239193, x5 =

1.165607415, x4 = 1.165561187, x5 = 1.165561185. Herefter sker der ingen an-
dringer, nar der regnes med 10 betydende cifre. Vi regner altsa med, at roden
er 1.165561185.

Newtons metode for to ligninger med to ubekendte

Skriv de to ligninger pa formen

f(x,y)zO, g(x,y)zo (31)

og antag, at disse ligninger faktisk har mindst én lgsning. Ideen er nu den, at
geette pd en lgsning (xg,yo0) . Linearisere omkring dette gaet, d.v.s. finde tan-
gentplanerne for de to flader

z=f(z,y), z=g(z,y)
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i punkterne (zq, o, f (0,%0)) 0g (xo0, Y0, 9 (Z0,%0)), henholdsvis. Ligningerne
(1) erstattes derved i forste omgang af de lineariserede ligninger

[ (%0,y0) + fz (z0,%0) (x — 20) + fy (T0,90) (¥ —%0) = 0
g (x0,%0) + gz (zo,y0) (x — x0) + gy (z0,50) (y —y0) = O

der ogsa kan skrives

fz (%0,%0) (x — x0) + fy (w0, 90) (¥ —v0) = —f (zo,v0) (3.2)
9z (20, %0) (x — z0) + gy (0,90) (¥ —v0) = —g(wo,¥0)

Idet x — zg og y — yo betragtes som de ubekendte, har vi her to linezere ligninger
med to ubekendte. Ligningssystemets koefficientmatriz er

B fz (%o, y0) fy(x7y)
J(x(],yo) - ( Gz (xg,yg) Gy (xg,yg) >

Hvis determinanten af J (xg,y0) er forskellig fra nul, ved vi, at systemet (2)
har preecis én lgsning for (z — g,y — yo) og dermed for (z,y). Denne lgsning
betegner vi (x1,y1) . Losningen kan f.eks. findes v.hj.a. Cramers metode (”de-
terminantmetoden”). Hermed findes

—f (z0,y0) fy (z0,%0)
S (z0,¥0) gy (0, %0)
s det J (w0, yo)
fm (anyO) _f (xﬂvyo)
| 92(%0,90) —g(z0,Y0)
Yr — Y% =

det J (xo, yo)

Ved udregning af determinanterne fas

_ [ (z0,%0) 9y (z0,y0) — fy (0, %0) g (z0,Yo)
o= fz (%0,%0) gy (x0,y0) — fy (T0,Y0) gz (z0,Y0) 3.3)
o= g (20, ¥0) fz (0, Y0) — 9= (w0, Y0) f (%0, Yo0)

fz (x0,90) 9y (xo,y0) — fy (z0,Y0) 9= (T0, Yo)

Bemaerkning 113 Kender man til lidt matrizregning, kan formlerne ovenfor

skrives saledes:
T To —1( f(z0,%0)
— — J (20,
( Y1 ) ( Yo ) (@0, 0) ( 9 (0, Y0) >

Hermed far formlen en sterkere lighed med den tilsvarende formel for én ligning
med én ubekendt.

Hvis ikke vores forste geet var altfor darligt, sa vil (21,y1) veere en bedre
approksimation til den rigtige lgsning til (1). En formodentlig endnu bedre
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approksimation fas ved i hgjresiderne af (3) at erstatte (xo,yo) med (x1,y1) .
Hermed fas et nyt punkt (x2,y2), der igen kan indsaettes i hgjresiderne af (3),
0.s.v. Ved denne iteration opnas en fglge af punkter,

(‘TanO) ) (xlayl) 9 ($27y2) 9 ($3,y3) PRI (xnyyn) PR
Der gelder nu fglgende stning.

Saetning 114 Betragt ligningssystemet (1). Lad («, 8) vere en losning til (1).
Antag, at f og g har kontinuerte partielle afledede i en omegn om punktet (o, 3) .
Antag yderligere, at systemets Jacobideterminant

_| fe(@y) fy(ay)
det J(z,9) = | 0" (2 y) gy (z,9)

er forskellig fra nul i punktet (o, B) . Sé vil den ved (4) iterativt definerede punk-
tfolge
(‘TanO) ) (xlayl) 5 ($27y2) 5 (x3ay3) PR (xnayn) PR

konvergere mod lgsningen (a, B), ndr blot (xo,y0) veelges tilstraekkeligt tet pd
losningen (a, ) .

Bevis. Beviset for den tilsvarende pastand for én ligning med én ubekendt
kan overseettes til den aktuelle situation, men denne overseettelse kraever god
kendskab til matrixregning. Her ngjes vi med at vise, at hvis fglgen er konver-
gent, altsé hvis (z,,yn) — (o, 8) for n — oo, hvor (o, B) er et eller andet punkt
i hvilken det J er forskellig fra nul og i omegnen af hvilket f har kontinuerte
partielle afledede, sa er dette punkt en lgsning til (1). For fglgens elementer
gaelder

_ yéxn,yn) 9(Tnyn) gy

T = Tp—
s " fm wnayn) Gy —Jy xnayn)gm (xnayn)

Ynil = Yn — g (In, yn) fa (Tn, yn) — Gz (xna yn) f (xnv yn)
mt " fa (xnayn) ) _fy (‘T )gm (xnayn)

Neevneren, det J (Zn,Yn) = fo (Tn,Yn) Gy (@n,Yn) — fy (Tn,YUn) 9o (Tn,Yn), Vil
veere forskellig fra nul, nar blot fglgens elementer alle er taette pa («, 3). Ved at
lade n — oo, fas heraf

a — a-— f(Oé,,B) (aaﬁ)_fy (aaﬁ)g(aaﬂ)
f (Oé,ﬁ)g (aaﬁ)_fy(aaﬁ)gﬂt(o" )
ﬁ _ ﬁ (aaﬁ) f:t (aaﬁ) — Yz (aaﬂ)f(aa )
fa (Ofvﬁ)gy (O‘HB) _fy (05;/6)9:5 (O" )
Men heraf folger abenbart sa, at de to teellere er nul, d.v.s
f(aaﬂ)gy (aaﬂ) _fy (aaﬂ)g(aaﬂ) 0 (3 5)
_gm(aaﬂ)f(aa/ﬁ)+g( a/B)fm(aa/B =0
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Betragtes systemet (5) som to ligninger med de to ubekendte f (o, 8) og g (o, 8) ,
s& er ligningssystemets determinant netop det J (a, 8). Forudsat, at denne er
forskellig fra nul har systemet (5) preecis én lgsning. Men da (f (o, 8) , g (o, 5)) =
(0,0) abenbart er en lgsning til (5), s& er det lgsningen! Hermed har vi givet en
del af beviset for seetningen. Vi mangler at vise, at den iterativt definerede fglge
vil konvergere, nar blot (zg, yo) veelges teet nok pa (o, ). m

Bemaerkning 115 Desverre er det svert at sige noget simpelt og generelt om,
hvor tet pé lgsningen (o, 8) det gettede punkt (xo,yo) skal velges. Det bedste
er nok blot at prove sig frem. Her er det naturligvis afgorende, at man i forvejen
har en god idé om, hvor den gnskede lgsning ligger. Dette problem har vi ogsa
ved lgsning af én ligning med én ubekendt ved Newtons metode, men problemet
er langt veerre, nar der er flere ligninger. En idé er at bruge Davidenko’s metode.
Se Maple-worksheet herom. Det ligger pa internettet under noter.

Eksempel 116 Der er givet ligningssystemet
z2y + sin (z + y)
:zc+3y+ln(x2+y) =

Af en tegning (udfort i Maple v.hj.a. implicitplot fra plots-pakken) fremgar, at
systemet har en losning ner (z,y) = (1,1). Denne lgsning onskes bestemt ved
brug af Newtons metode. Vi setter

flzy) = 2Py+sin(z+y) -2
g(z,y) = z+3y+n(z®>+y)—5
Vi har
fo(z,y) = 2xy+ cos(z+vy)
fy(zy) = x2—|—cos(3c—|—y)
2x
xT b) - 1
9z (2, y) Ry
1
gy (z,y) = 3+x2+y

Vi vil ikke her bruge den ferdige formel, som vi fandt ovenfor, men foretrekker
at folge den metode, der blev brugt ved udledningen. Vi erstatter ligningen
f(z,y) =0 med den lineariserede version af f omkring gettet (xo,y0) = (1,1).
Det samme ggores med g:

fAN+L0GDE-D+,01)F-1) = 0
9(171)+gm(131)($_1)+gy(131)(y_1) =0

Konkret finder vi sa
sin2—1+(2+cos2)(x—1)+(1+cos2)(y—1) = 0
ln2—1+2(m—1)+g(y—l) =0
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Disse ligninger lgses nu. Efter omskrivning til
(24cos2)(x—1)+(1+cos2)(y—1) = 1-—sin2
7
2(%—1)—"-5(31—1) = 1—In2

kan determinantmetoden anvendes og vi finder lpsningen (x1,y1) givet ved

1—sin2 14cos2
1 L ~In2 ; 3.1606 x 102
T — = =3. X
! 2+cos2 1+ cos2
9 4
2
2+4cos2 1—sin2
2 1—-1n2 L
y1—1 = =6.9612 x 10
2+cos2 1+ cos2
9 T
2

Altsd (z1,y1) = (1.031606, 1.069612). Dette punkt mda nu formodes at vere
nermere den rigtige losning. Der lineariseres nu omkring (x1,y1). Efter samme
slags regninger som lige udfort fis et nyt punkt (z2,y2) = (1.030775,1.070557).
Saledes fortseettes. Man finder

(z3,y3) = (1.030775,1.070557)

der jo med det viste antal cifre er identisk med (x2,y2). Her standser man derfor.

Usikkerhedsregning

Antag, at en fysisk sterrelse z er bestemt ved to andre fysiske stgrrelser x og
y, altsd at der er en funktion f, s& z = f(x,y). Der foreligger nu méalinger
af storrelserne = og y. Disse er malt til a og b, henholdsvis. Herudfra skal z
beregnes som f (a,b). Malingerne af © og y er behaeftet med usikkerhederne da
og 0b, henholdsvis. Dette betyder, at de korrekte veerdier x og y mé anses for
at ligge indenfor en afstand af henholdsvis da og 0b fra a og b, altsa

a—da < z<a+da
b—0b < y<b+db

eller, nar Az = z — a og Ay =y — b, kan det formuleres siledes: |Az| < da og
|Ay| < 6b. Bemaerk, at usikkerhederne da og 6b er positive tal, hvorimod Az og
Ay kan vaere bade positive og negative. Vi gnsker nu at vurdere den usikkerhed,
som den beregnede stgrrelse f (a,b) er beheeftet med. Den korrekte veerdi er
f(z,y), s& forskellen Af = f(x,y) — f (a,b) er fejlen vi begar ved at acceptere
¢ = f(a,b) som den korrekte veerdi. Vi méa regne med, at Az og Ay begge er
sma, s& vi kan derfor erstatte Af = f (z,y) — f (a,b) med differentialet af f i
(a,b). Altsa

Af = f(may)_f(aab):fz(aab)(x_a)+fy(aab)(y_b)
= fz(a,b) Az + fy(a,b) Ay
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Hermed finder vi

|Af]

|fz (a,b) Az + fy (a,b) Ay|
< fa(a,b)][|Az| + [fy (a,b)]|Ay|
< |fa(a,b)[da+ [fy (a,b)| 00

Den vurderede usikkerhed dc pa den beregnede stgrrelse z satter vi derfor til
oc = |fz (a,b)[6a + |fy (a, )| 5b
idet vi da kan regne med, at
fla,b) —dc < f(z,y) < f(a,b) +dc
Eksempel 117 For en idealgas gaelder som bekendt tilstandsligningen
pV =nRT

Antag, at n er kendt pd forhand og ikke beheeftet med nevneverdig usikkerhed.
Der foretages malinger af temperatur og tryk. Resultaterne Ty og po er beheftet
med usikkerhederne op og 6T . Altsd regner vi med, at de korrekte verdier T og
p afviger fra Ty og po med hajst dp og 0T, henholdsvis. Anderledes sagt

|AT| = |T—Ty| <T

|Ap| = [p—pol <dp

Vi beregner nu rumfanget V' til

nRTy
Po

‘/b:

Usikkerheden pa den beregnede stgrrelse er da

ov ov

OV =|—| 0T+ |—| 0
v =[G+ [ o
hvor begge de partielle afledede skal tages i (To,po). Vi finder g_‘il/“ = TJLT? o9
%_V = —2BT - Altsg har vi
P Py
T T
Po Po Po Po
_ nR (6T + E(Sp)
Do Do

Bemerk, at dette resultat kan formuleres saledes

8V 6T  bp

=Tt
VWw To po
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der betyder, at den relative usikkerhed pa V er summen af de relative usikker-
heder pa T og p.

Et taleksempel: Med n =1 mol, Ty = 273 K, po = 1.00 atm. og usikkerhederne
0T = 0.5 K og 0p = 0.01 atm. fas, idet V males i liter og R = 0.082054 [
atm/(mol K) og idet vi kun bruger ét betydende ciffer i resultatet

oV =0.082054 (0.5 + 273 x 0.01) liter = 0.26503 == 0. 3liter

Det beregnede rumfang er
’nRTo
Po

1 betragtning af den vurderede usikkerhed pd dette resultat bor dette nok angives
med én decimal som V = 22 4liter. Onskes usikkerheden samtidigt angivet, kan
man skrive V- = (22.4 + 0.3) liter.

V= = 0.082054 x 273liter = 22. 401liter

Eksempel 118 For en ikke-ideal gas som Cly, er rumfanget af én mol ved
én atmosferes tryk og ved temperaturen 273K iflg. en tabel (Kaye€Laby) 22.
06liter. For en sddan ikke-ideel gas kunne man bruge van der Waals tilstand-
sligning til beregning af rumfanget, nar tryk og temperatur er malt. Nar n = 1
har van der Waals ligning udseendet

(p+%) (V —b) = RT

I samme tabel opgives konstanterne til a = 0.01294latm /mol? og b = 2.510 x
10731 /mol. Med disse indsat og med p = po = latm og T = Ty = 273K loses
ligningen let numerisk, og man finder V. = 22.39liter, et resultat, som kun
afviger med 0.01liter fra idealgastilfeldet. Vil man generelt lgse ligningen for
V' udtrykt ved de variable p og T', kan dette i princippet lade sig gore, da man
efter multiplikation med V2 har en 3.gradsligning, og for en sidan findes der en
losningsformel. Det resultat, der kommer ud af denne formel, er imidlertid sd
uoverskueligt, at det er ubrugeligt til vores formal, som er at bestemme usikker-
heden pa V', nar usikkerhederne pa de mdlte storrelser T og p er kendte. Men
ved implicit differentiation, hvor V opfattes som en funktion of T og p, fas, nar
der forst differentieres mht. T

a OV a\ oV
“rmar V0T (vt VQ) ar —
Derefter differentieres mht. p
a JV a\ IV
(1_2W 8p> V=0 <p+ V2) ap "

Vi onsker at bestemme g—‘T/ og %—‘;. Ved omskrivning fas

(st (o4 2)) 5 =
- ) oy - v
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Ved mdsaettelse af T =273K, p = latm. og V = 22.39liter fas = 0.082l/K
og ap = —22.41/atm. Altsd har vi

oV

‘— 5T + ‘— Sp = 0.0826T + 22.45p
= 0.082 x 0.5+ 22.4 x 0.01 = 0.265 == 0.3liter

Bemerk, at usikkerheden pa 'V ikke er til at skelne fra usikkerheden i idealgastil-
feeldet.

Eksempel 119 Svingningstiden for et (udempet) matematisk pendul med lengde

l er ved sma udsving
l
T =2m|~-
g

hvor g er tyngdeaccelerationen. Vi antager, at usikkerheden pd kendskabet til
lengden er dl og usikkerheden pa g er dg. Vi vil bestemme usikkerheden pd den
beregnede storrelse T, evt. for at kunne afgore om afvigelser mellem beregnede
og malte verdier for T skyldes, at udsvingene er for store, saledes at formlen
skal erstattes af den korrekte formel

T4 E/ZL
9Jo v/1-—msinu

hvor m = sin og 0o er det maksimale vinkeludsving fra lodlinien. Med
udgangspunkt i den simple formel finder vi

2 6o
2

oT
ST = 'm'(sw‘— Sg
S WJ
\/gl gz

l
= T — ﬂ+6_g :lT ﬂ_i'_@
g \ g 2 l g

0T 1 /6l g

— = =4 =

T 2\ 1 g
De relative usikkerheders gennemsnit giver altsd den relative usikkerhed pa T'. Et
taleksempel: Antag, atl = 1m, g = 9.81msec™2, 5l = lmm og §g = 0.005m sec—2.

Sa finder viT = 277\/2 =2m4/ ﬁ sec = 2.006 1sec. For usikkerheden har vi

B ol 6g _ -3 0.005
6T—2T<l g)-(lO 981)sec~15><10

Altséd
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Vi kan angive det beregnede resultat for T pa formen T = 2.0061 £ 0.0015 sec.
Lad os nu antage, at det maksimale udsving var 45grader, og at T males til
2.0873 sec. Vi ma konkludere, at vi bor bruge den mere indviklede formel for T.

_ 2m 1 1
Gor vi det, finder vi, idet m =sin” g = 5 — 3v/2

A d
T =4 —/2 90863 sec
9Jo /1—msin?u
Antager vi det maksimale udsving for godt bestemt, er usikkerheden pd den sid-

ste beregning stadig givet ved 0T = %T (% + %g

5 x 1073 sec. Da forskellen mellem 2.0873 og 2.0863 dbenbart er mindre end
1.5 x 1073, er der altsi god overensstemmelse mellem det malte og det bereg-

nede resultat, nar dette udregnes ved brug af den mere indviklede formel. Det er
rimeligere at tage usikkerheden pa det maksimale udsving med i betragtning. Vi

) og derfor stadig lig med 1.

far da brug for ogsi at udregne 5 a—T Vi har
o8 _OTdn 0Tty b LOT .,
86 dmdfy  Om 2 29m
Det vanskeligste er at bestemme . Vi vil udnytte, at integralet

/a f(z,y)de

er en differentiabel funktion of y for y € [c,d] med differentialkvotient

ffy (2, ) da

ndr blot f og f, er kontinuerte funktioner i rektanglet [a,b] X [¢,d]. Da disse
betingelser er opfyldt i det foreliggende tilfelde, finder vi

l Z 2
_2\/j/ sin“ u _du
9.Jo (l—msilr12u)2

Ved indsettelse af talverdierne findes ved numerisk integration

ol

6—T = —0.598 96
om
Hermed har vi
0T = ‘— 6l+‘—5+‘ '690

ol dg .
= —= o 0060
2T(l+g)+2'8m sin 8gd6g
V2

1T 17T 1
= __l D g . I 9
2l6+2969+2059896>< 2(50

= 1.0-60+0.1-0g+0.2-66p
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Med 51 = 1mm, 6g = 0.005msec™2 og med en ikke ubetydelig usikkerhed pa det
maksimale udsving 0o = lgrad = 155 fas

6T =5 x 10 3 sec
saledes at resultatet kan angives som

T = 2.086 £ 0.005 sec

3.0.12 Differentiabilitet af sammensat funktion

Vi betragter forst den situation, hvor = og y i f (z,y) erstattes af funktioner af
en variabel t.

Saetning 120 Lad f vere en reel funktion af to variable defineret i mengden
S C R?, og antag, at f er differentiabel i det indre punkt (a,b) € S. Lad p og q
veere reelle funktioner af én variabel defineret i et interval I C R, og antag, at
p og q er differentiable i to € I. Antag endelig, at (p(t),q(t)) € S for allet € I,
og at (p(to),q(to)) = (a,b). Lad F vere den sammensatte funktion givet ved

F(t) = f (p(t),q(t)) fortel

Sa er F differentiabel i tg med differentialkvotient givet ved folgende formel, der
kaldes kadereglen:

F'(to) = fz(a,0)p' (to) + fy(a, )¢ (to)
Med (a,b) = (p(to), q(to)) indsat fas altsd

F'(to) = f=(p(to), a(to))r'(to) + fy(p(to), a(to))d' (to)
Med anden skrivemade fas
dF _0fdp | 01 dg
dt ~ Oz dt | Oy dt
hvor vi har undladt at nevne, i hvilket punkt de afledte skal tages.

Bevis. Da f er differentiabel i (a,b), findes der en funktion g, og to tal « og
B, sa
fla+h,b+k) = f(a,b) + ah+ Bk + g(h, k) [|(h, k)|
geeldende for alle (h,k) i en omegn af (0,0), og hvor funktionen g opfylder
g(h, k) — 0 for (h,k) — (0,0). Med h = h(t) = p(t) — p(to) og k = k(t) =
q(t) — q(to) fas

F(t) = F(to) = f(p(t
a(p(
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Da vi har
2 2

for t — tg, fas derfor
Flt) = Fto) _ yy, PO =P0) gy 9() —alto)
t—to t— tO t—to t— t(] t—to t— tO
= ap/(to) + B (to),
idet h(t) = p(t) — p(to) — 0 og k(t) = q(t) — q(to) — 0 for t — to, saledes at
g(h(t),k(t)) = 0fort — tg. Da a = fz(a,b) og 5 = fy(a,b), er beviset fort. m

Bemezerkning 121 Idet gradienten of f er givet ved Vf = (fa, fy), kan kadere-

glen ogsa skrives

dF dp dq

— =Vf (=, =

dt / (dt dt)
hvor hgjre side er et skalarprodukt.
Bemaerkning 122 Kedereglen kan bevises pa en lidt simplere made, hvis man
forudseetter, at f,p og q ikke blot er differentible i de relevante punkter, men at f
har partielle afledede i en omegn af (a,b), og disse er kontinuerte i (a,b), samt
at p og q er differentiable i en omegn af tog med afledede, der er kontinuerte i tg.
Beuviset gar som folger: Lad funktionen H veere givet ved H (s,t) = f (p(s),q(t))
. Sd har H partielle afledede, og disse er kontinuerte i (to,to). De er givet ved

Hy(s,t) = fa(p(s),qa(t)p'(s)
Hy(s,t) = fy(p(s).q(t)d (t)
H er altsa differentiabel i (to,tg), og der gelder
H (t() + h,tg + k‘) = H(t(],t(]) + H, (to,to) h+ H; (to,to) k+g (h, k‘) H(h, k‘)“

hvor g (h,k) — 0 for (h,k) — (0,0). Altsd har vi med F (t) = H (t,t) =
f(p(t),q(t) og ved at sette h =t —tg og k =t — tg ovenfor:

FO-F) _ Ho)-Hlyw
t—to t—=to
t—t
_ Hs(toato)+Ht(t07t0)+g(t_t0’t_t0)"t_—tz‘\/i
Heraf folger, at

. F@)—F(t

lim F(t) — F(to) = H;, (to,t0) + Ht (to,t0)

t—to t_t(]

hvilket betyder, at F er differentiabel med differentialkvotient Hs (to, to)+Hy (to,to)
men dette udtryk er lig med f(p(to), q(to0))p’(to) + fy(p(to0), q(t0))d (to).
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Eksempel 123 Lad f vere givet ved

flay)=2"+y* = Val+y? —a

og lad p(t) = arctant og q(t) = €3 for t € R. Lad F vere den sammensatte
funktion givet ved F (t) = f (p (t),q (t)). Vivil undersgge, om F er differentiabel
i 0, og i bekreftende fald finde F (0). Vi har (p(0),q(0)) = (arctan0,e’) =
(0,1). Funktionen f har kontinuerte partielle afledede alle andre steder end i
(0,0). Derfor er f differentiabel i R?\ {(0,0)}. Vi kan derfor benytte saetningen
ovenfor. Vi konkluderer, at F' er differentiabel i 0 med differentialkvotient givet
ved kadereglen:

F'(0) = f2(0,1)p" (0) + £, (0,1) ¢’ (0)
Vi bestemmer forst de partielle afledede af f. Vi finder for (x,y) # (0,0)

x
(zy) = 2 e 1
Felew N

Y

Altsa har vi f, (0,1) = —1 og fy (0,1) = 1. Vi har ogsd, at p’ (t) = Tltg og
q (t) = 3e3, og dermed p' (0) =1 og ¢’ (0) = 3. Altsd fas

fy (‘Tay) = 2y—

Fl(0)=-1-1+1-3=2

Eksempel 124 Lad T (z,y) betegne temperaturen i punktet (x,y) pd overfladen
af en plade. Temperaturen antages altsa i dette eksempel at vere uafhengig af
tiden: En stationer tilstand er indtradt. Lad x = p(t),y = q(t) med t € I,
veere banen for et insekt, der gar pa pladen. Parameteren t er tiden. Til tiden t
befinder insektet sig altsd i punktet (p (t),q (t)). Den temperatur insektet vil fole
1 fodsalerne til tiden t er givet ved

Tlinsekt (t) =T (p (t) ,q (t))

Temperaturendring pr. tidsenhed i fodsdlerne er givet ved kedereglen

Tinsere 1) = Tu (p (1) ,q (8)) " (t) + Ty (p (1) ,q (1)) ' (t)
eller anderledes skrevet

dTinsekt o 8_T@ 8_T@ o

_ — VT
dt drdt T ogar VLY

— (2T ar ; — (4o dg ;
hvor VT = (M, 8y) er temperaturgradienten, og v = (dw dt) er insek-

tets hastighed. I anvendelserne (fysik, kemi, teknik, osv. ) ser man meget ofte
bogstaverne x og y brugt pa to mader i samme formel: Dels som navnene pa de
uafhengige variable, der bruges ved beskrivelsen af pladens temperatur. Disse
variable har naturligvis intet med insekter at gore. Dels ogsa som de funktioner
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vi har kaldt p og q, der bruges til beskrivelse af insektets bane. Med denne dobbelt-
brug far kedereglen udseendet

dTlinsekt or @ or dy

& dwdt oy dt
Ofte vil man ogsa se symbolet Tinsert erstattet af T. Hermed vil ogsa bogstavet
T optrede i to betydninger i samme formel:

ar_oTds  oTdy

dt — Ox dt Oy dt
Er man tilstrekkeligt sofistikeret, sa bliver man ikke forvirret. Er man ikke, vil
kaedereglen lyde som hokus-pokus.

Eksempel 125 Lad VT (2,3) = (4, —1) og antag, at insektet til tiden 5 beinder
sig © punktet (2,3) og har hastighed v = (%, 6). Vi vil finde temperaturendringen
pr. tidsenhed i fodsdlerne af insektet til tiden 5. Vi har fra eksemplet ovenfor til
tiden 5

dlipserr  0Tdp 0T dq B 1 B
it ordt Togar  VLvTWl) (6] =+

Temperaturen aftager altsd med 4 temperaturenheder pr. tidsenhed pa det pageldende
tidspunkt.

Eksempel 126 Lad T (z,y,t) betegne temperaturen i punktet (x,y) pd over-
fladen of en plade til tiden t. Lad x = p(t),y = q(t) med t € I, vere banen
for et insekt, der gar pa pladen. Den temperatur insektet vil fole i fodsalerne til
tiden t er givet ved

Tinsert (t) =T (p(t),q(t) 1)

Temperaturendring pr. tidsenhed i fodsdlerne er givet ved kedereglen

insekt (8) = T (P (1) ,q (t) , 1) () + Ty (P () ,a (£) , 1) &' () + Te (p(t) ,q () , 1)
eller anderledes skrevet
ATines _ OTdp 0T dg | OT
dt dr dt Oy dt Ot

Huis vi som tidligere bruger bogstaverne x og y bade som navnene pa de uafhengige
variable, der bruges ved beskrivelsen af pladens temperatur og som de funktioner
vi har kaldt p og q, der bruges til beskrivelse af insektets bane, sd far kedereglen
nu udseendet
dTinsekt o (9T dx (9T dy aT

& dwd  oydt ot
Huis ogsa symbolet Tipsert erstattes af T fas

dI'  9T'dr O0Tdy  OT

At Owdt  dydt ot

Med denne (mis-)brug af symbolerne er det meget vigtigt, at man skelner mellem

Otli—:tr 0g %—f. De er jo ikke ens, hverken begrebsmeessigt eller hvad angdr storrelse.
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Eksempel 127 Lad f vere en reel funktion af to variable defineret i mengden
S C R2% Lad k vere en niveaukurve for f, dvs. at f(z,y) = C =konstant
for alle punkter pa kurven k. Antag, at kurven er givet ved en differentiabel
parameterfremstilling (z,y) = (p (t),q(t)),t € I, og gar til tiden t =ty gennem
et punkt (a,b) € S, i hvilket f er differentiabel. Sd har vi dbenbart

fp(),q@)=C

for allet € I . Ved differentiation af denne identitet fas for t = tg

Fa(a,b)p/ (to) + fy(a,b)q (to) =0

altsa
Vf(a,b) - (¥'(to),q (to)) =0

Vektoren (p'(to), ¢'(to)) er, hvis den ikke er nulvektoren, en tangentvektor til kur-

ven k. Vi konkluderer i sd fald, at gradienten til f star vinkelret pa niveakurven
i (a,b).

Eksempel 128 Vi vil undersgge veeksten af en funktion f af to variable i et
punkt (a,b) ¢ en bestemt retning, givet ved en enhedsvektor e = (o, §). En ret
linie gennem punktet (a,b) i retningen givet ved e, har parameterfremstillingen
(z,y) = (a,b) +te = (a,b) +t (o, 8) = (a +ta,b+tB). Tilvweksten ¢ f langs
linien divideret med skridtlengde langs linien er (da e = («, 8) er en enhedsvek-
tor)
f(atto,b+8) = f (a,h)
t

Vi er interesserede i grenseverdien for t — 0, altsa

lim fla+ta,b+t8)— f(a,b)
t—0 t

Dette betyder, at vi skal undersgge differentiabiliteten af det sammensatte udtryk
fla+ta,b+1t8) fort =0. Huis f er differentiabel i (a,b), er f(a+ ta,b+t5)
differentiabelt for t =0, og

%f(a—ktoz,b—ktﬁ) = fu(a,b)a+ fy (a,b) 8=V [ (a,b)-e
t=0

Den beregnede storrelse kaldes den retningsafledede of f i punktet (a,b) i ret-
ningen e = (a, B). En rimelig betegnelse for denne kunne vere f. (a,b).

Eksempel 129 Vi vil finde den retningsafledede af f (x,y) = sin (z + 3y) + y2
i punktet (%, %) i retningen givet ved vektoren v = (2,1). En enhedsvektor i
denne retning er

v (2,1)

e

1
M By
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De partielle afledede af f er f, (z,y) = cos (z + 3y) og fy (x,y) = 3 cos (z + 3y)+
2y. Sa fx (%, %) =cosm = —1 og fy (%, %) =cosm+ § = —1+ %. Dermed har
vi den retningsafledede

fe(a,b) = (—1,—1+%)-i(2,1)zi (_3+E)

der med 5 betydende cifre er lig med —0. 873 32.

Vi betragter nu den situation, hvor x og y i f (z,y) erstattes af funktioner af
flere variable, i saetningen nedenfor er brugt 3 variable kaldet r, s og ¢, simpelthen
for at undga at tale abstrakt om k variable. Antallet er imidlertid ganske lige-
gyldigt, da sstningen kun udtaler sig om eksistensen af en partiel afledet mht.
en af disse variable. Nedenfor er brugt ¢. Dermed kommer de andre (r og s)
overhovedet ikke i spil. Seetningen kraever da heller ikke noget bevis, idet den
er en umiddelbar fglge af den foregdende szetning. Den burde derfor nok veere
kaldt et korollar til denne ssetning.

Saetning 130 Lad f vere en reel funktion af to variable defineret i maengden
S C R2?, og antag, at f er differentiabel i det indre punkt (a,b) € S. Lad p og q
veere reelle funktioner af 3 variable (r,s,t) defineret i en mengde G C R3, og
antag, at p og q har partielle afledede mht. t i (g, so,t0) € G. Antag endelig, at

(p(T, Svt)a q('l", $7t)) €S fO’F alle (Ta Sat) € Ga og at (p(T(], SOatO)vq(’r07 SO;tO)) -
(a,b). Lad F vere den sammensatte funktion givet ved

F(r,s,t) = f (p(r,s,t),q(r,s,t)) for (r,s,t) € G
Sd har F en partiel afledet mht. t i (ro, so,to) givet ved folgende formel
Ft(TOa S0, tO) - fm(aa b)pt(TOa S0, tO) + fy(aa b)qt(TOa S0, tO)

Med anden skrivemade fas

OF _0f o 01 by

5t Oz ot Oy ot

hvor vi har undladt at nevne, i hvilket punkt de afledte skal tages.



Kapitel 4

Taylorudvikling

Som forberedelse til Taylors seetning i flere variable indfgrer vi differentialoper-
atoren Dy, ved

0 0 0
Dp=nh ho— hg—
h=h17— g + ho 919 +... .+ hy oz,
nar h = (hy, ha,....hy) er en fast vektor, der ikke atheenger af z1,za,. .., zp.
Differentialoperatoren Dy, opererer pa funktioner af ¢ variable pa folgende made
of of of
D hi=—— + ho—— hy=—="h-
nf=h 0t +hage - +...+ B,y \%
Derfor skrives oga
Dp=h-V

Eksempel 131 Hvis ¢ =2 og h = (3,-2), er D, = 32 28%, sd
Dy, (x3 + gcyQ) =3 (3352 + y2) —2(2zy) = 922 + 3y? — dxy
0g

Dj (* +ay®) = Dy (Dn (2*+2y?)) = Dy (92° + 3y° — day)
= 3(18z —4y) — 2 (6y — 4x) = 62z — 24y.

Det sidste resultat kunne vi ogsd have fundet ved forst at udregne

2 2 2 2
D2=(3£—23) 96——128 +46—

Ox oy Ox? O0xdy 0y?

hvorefter vi udnytter, at

2 2 92
922 (x3 + xyg) =6, ——— ' 9280 By (x3 + xyg) = 2y, (9_3;2 (x3 + ny) =2

saledes at

Dj (2 +2y®) =962 — 122y +4- 2z = 62z — 24y.

61
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Nar ¢ = 2 kan DJ} findes ved hjeelp af binomialformlen
0 a\" " /n o
D= (hiz +ho | = hERy R ————
h ( oz " 28y> 1; (k) 172 grkgyn—k
Vi er nu klar til at formulere Taylors szetning i flere variable:
Seetning 132 Lad f have kontinuerte partielle afledede op til og med (n + 1) 'te

orden i en dben maengde S C RY. Lad a € S og lad h € R? veere sd lille, at
punkterne a + th,t € [0,1], alle ligger © S. Sd geelder, ndr x = a + h, at

1 1 1
£(2) = F(a) + Daf(a) + 3 D}F(a) + g DEF(@) + ...+ ~-D}F(a) + R (2)

hvor

D—hi—&—hi—k +hy=— =h-V

L T R
og hvor restleddet er givet ved
o 1 n+1
R, (z) = TSI (DRt f) (a4 Eh, b+ €k)

hvor & €]0, 1].
Bevis. Vi bruger Taylors ssetning i én variabel pa funktionen g givet ved
g(t) = f (a+th)

for t € [0,1]. Funktionen g er n + 1 gange differentiabel med g™*+1 kontinuert
i en omegn af 0. Ved hjeelp af keedereglen finder vi

g (t) = fo, (a+th) hi + fo, (a+th)he + ...+ fo, (a +th) hg = (Dif) (a + th)

Videre fas

g" (t) = dit (D) (a +th)) = [Dn (Dnf)] (a +th) = (D3 f) (a + th)

idet resultatet fra fgr nu bruges pa Dy, f i stedet for pa f. Generelt fas altsa
g™ (t) = (D) (a+ th).

Taylors seetning for g med udviklingspunkt 0 giver nu

1 1 1
9(1) = 9(0) +9/(0) + 50"(0) + 3:9"(0) + ... + =24 (0) + R,

hvor
1

R, = o 1)!9("“) (€)

og & €]0,1[. Hermed fplger ssetningen umiddelbart. m




63

Definition 133 Polynomiet

Pa () = f(a) + Duf(a) + 3D (@) + 3:DRf(@) + ...+ - D} (@)

hvor h =x — a,

Definition 134 wvil blive kaldt det n’te Taylorpolynomium for f med udviklingspunkt
a.

I to variable, dvs. med ¢ = 2, og nar n = 2, kan vi formulere sstningen
saledes:

Saetning 135 Lad f have kontinuerte partielle afledede op til og med 3. orden
i en daben mengde S C R2?. Lad (a,b) € S og lad (h,k) € R? vere sa lille,
at punkterne (a,b) +t(h,k),t € [0,1], alle ligger ¢ S. Sd gelder, nir (z,y) =
(a,b) + (h, k), at
f(xay) = f(aab)+($_a)fx(aab)+(y_b)fy(aab)
1
+5 (0= ) far (@.0) + 22 = @) (4 = ) fu (@,5) + (4 = )° f (a.1)) + Bz ()

hvor restleddet er givet ved

0 %)

3
Ra(e) = 5 (g +hgr ) (D (e en)

hvor € €]0,1].

I to variable er det 2. Taylorpolynomium med udviklingspunkt (a, b) altsa

Pey) = f(a,b)+(z—a)fu(ab)+ @y b f, (@b
45 (2= 0 fau (0,8) +2(& — @) (g — ) Fo (@,D) + (v~ 0 Fu (a,0))

Eksempel 136 Lad f vere funktionen
f(z,y) =sin (z+ 3y) e

Vi vil finde det 2. Taylorpolynomium udfra (07 %) Vi ma udregne en del afledede

(z,y) = e (cos (x + 3y) — 2z sin (z + 3y))

(z,y) = 3¢ cos (z + 3y)

foz (z,y) = e ((42* = 3) sin (2 + 3y) — 4@ cos (z + 3y))
(z,y) = —3e (sin (z + 3y) + 2z cos (z + 3y))
(z,y)

= —9¢“ sin (x + 3y)
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Ved indscttelse fas

m ™

£ (03) =05 (03) 05 (03) =350 (03) =38 (03) =

Altsa har vi, idet ogsa f (0, %) =—1, at

P = - (s (-5) w0 (r-3))
- g5 3)

Dette polynomium mda formodes, at ligne f godt i omegnen af udviklingspunktet
(0, %) Dette betyder, at

=1 (03) <3 o-5) - 36~ )

for (x,y) ikke for langt fra (0, %) Polynomiet pa hgjre side er positivt for
(z,y) # (0, %) Dette ses ved omskrivning:

s+ (i=5)+5 (-5)

o (O ST

for (z,y) # (0, %) Da vi jo har ignoreret restleddet i Taylors formel, ngjes vi
pé dette sted med at sige, at dette kraftigt antyder, at f (z,y) > f (0, %) for alle
s s

(x,y) ner (07 5) , altsa at (O7 5) er et egentligt lokalt minimumspunkt. Vi vender

tilbage til disse problemer i kapitlet om ekstremumsbestemmelse (optimering).

Eksempel 137 Taylorpolynomier for funktioner of flere variable kan fis v.hj.a.
kommandoen mtaylor i Maple. Man ma for brugen udstede kommandoen read-
lib(mtaylor); Sdledes fas det 2. Taylorpolynomium for funktionen ovenfor sdledes:
readlib(mtaylor);

mtaylor(sin(z+3y)*exp(-x°2), [x=0,y=Pi/2], 3);

Man skal bemerke, at der ikke forekommer O-led, som der gor, nar komman-
doen taylor bruges for funktioner af en variabel.

Eksempel 138 Funktionen f givet ved

f(zy) = Va2 +y?

for alle (z,y) € R? er kontinuert overalt, men ikke differentiabel i (0,0). Funktio-
nen har ikke engang partielle afledede i (0,0). Vi har jo, at f (x,0) = Va2 = |z|,
der som bekendt ikke er differentiabel i 0. Funktionen har altsd ikke noget Tay-
lorpolynomium P,, udfra (0,0), ndrn > 1. Det er derfor overraskende, at Maple

e (T
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pd kommandoen mtaylor( sqrt(x~2+y~2), [x=0,y=0], 2); returnerer \/x? + y2.
Resultatet er selvfolgelig galt af den neevnte grund, men desuden er /2 + y2
tkke engang et polynomium. Jeg mener at vide, at proceduren mitaylor udnyt-
ter idéen i beviset for Taylors setning i flere variable, dvs. anvender komman-
doen taylor pa g(t) = f(a+th,b+tk). Der sker s det, at taylor anvendt pd
V222 + t2y? fejlagtigt giver \/x? + y2. Grunden er den, at taylor( sqrt(t"2),
t=0, 2); returnerer t. For man brokker sig for meget herover, bor man dog
betenke, at Maple principielt regner komplekst, sdiledes at V2 ikke blot er lig
med |t|. Maples svar pd kommandoen taylor( abs(t), t=0, 2); er passende, nem-
lig en fejlmelding: Error, (in series/abs) no series at 0.
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Kapitel 5

Ekstremum

5.1 FEn variabel

Definition 139 Et punkt a i definitionsomradet for funktionen f kaldes et
(lokalt) minimumspunkt for f, hvis der findes et tal 6 > 0, sd f(z) > f(a)
ndr |z —a|l < § og x igvrigt ligger i definitionsomrddet for f. Punktet siges at
veere et egentligt (lokalt) minimumspunkt, hvis uligheden er skarp, altsd hvis
f(z) > f(a) (naturligvis kun for x # a). Et maksimumspunkt defineres analogt.

Definition 140 FEt punkt a i definitionsomradet for funktionen f kaldes et glob-
alt minimumspunkt for f, hvis f(x) > f(a) for alle x i definitionsomrddet for
f- Punktet siges at veere et egentligt globalt minimumspunkt, hvis uligheden er
skarp, altsa hvis f(x) > f(a) (naturligvis kun for x # a). Et globalt maksi-
mumspunkt defineres analogt. Globale minimums- og maksimumsverdier kaldes
oftere for mindste- og stgrsteveerdier.

Folgende seetninger skulle gerne veaere velkendte:

Seetning 141 Lad f vere en reel funktion af én variabel. Lad a vere et indre
punkt i definitionsomradet for f. Antag, at f har lokalt ekstremum i a og at f
er differentiabel i a. Sd gelder, at f' (a) = 0.

Seetning 142 En reel kontinuert funktion af én variabel antager pa en lukket
og begreenset mengde bide en storste- og en mindsteverds.

Pa disse to saetninger bygger den ssedvanlige strategi til ekstremumsbestem-
melse:

Korollar 143 Lad f vere kontinuert pa det lukkede og begreensede interval 1.
Sa findes de lokale og globale ekstremumspunkter for f blandt

1. Punkter xo , hvor f'(xz0) = 0. (7Stationere punkter”)

2. Punkter, i hvilke f ikke er differentiabel.

67
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3. Endepunkterne for intervallet I.

Efter bestemmelsen af et stationzert punkt, kan man som bekendt afggre
om et sddant er et ekstremumspunkt ved en fortegnsundersggelse af f’. Denne
metode er ganske fortrinlig for funktioner af én variabel, men egner sig ikke
til generalisering til funktioner af flere variable. Her benyttes i stedet (som vi
skal se nedenfor) en udregning af hgjere afledede af funktionen. En udregning
af hgjere afledede af funktionen kan imidlertid ogsa bruges for en funktion af en
variabel. Her kommer den ssetning, man kan bruge.

Saetning 144 Lad f vere defineret i intervallet I og lad a veere et indre punkt
i I. Antag, at f er n gange differentiabel, hvor n > 2, og at f(™ er kontinuert
i a. Antag, at f'(a) = 0. Sd gelder

1. Huis f"(a) > 0, sd er a et egentligt lokalt minimumspunkt for f.

2. Hvis f"(a) < 0, sd er a et egentligt lokalt maksimumspunkt for f.
3. Hwvis f"(a) =0 og f"(a) #0, sé har f ikke lokalt ekstremum i a.
4

. Hvis f"(a) = 0 og f"(a) = 0, sd gelder, at hvis f* (a) > 0, sd er a et
egentligt lokalt minimumspunkt og hvis f*) (a) < 0, sd er a et egentligt
lokalt maksimumspunkt f.

5. Generelt gaelder: Antag, at f*) (a) =0 fork =1,2,...,n—1 og f™ (a) #
0. Hvis n er ulige, har f ikke lokalt ekstremum i a. Hvis n er lige har f
egentligt lokalt minimum i a, hvis f() (a) > 0, og egentligt lokalt maksi-
mum i a, hvis f™ (a) < 0.

Bevis. Det er abenbart nok at bevise det generelle tilfselde. Ifslge Taylors
formel har vi for et tal £ mellem z og a

f@) - f@) = Fla)e-a)+ 3 (@) (- a)f + ...
Y @ a0 (O - o)
= SO

+

Da f(")(a) # 0 og da f(™ er kontinuert i a, er f(™ (£) # 0 og af samme fortegn
som f(™(a), nar blot z (og dermed ) er tzet nok pa a. Fortegnet for f(z)— f(a)
er altsa det samme som fortegnet for f(™) (a) (x — a)™. Heraf aflaeses resultatet
umiddelbart. ®

Eksempel 145 Lad f(z) = cosz + 3x2. Vi ser, at f'(0) = f”(0) = f"(0) =0,
mens f(0) = 1. Altsa har f egentligt minimum i 0.

Eksempel 146 Lad f(z) = cosz + 2% — 572 + 25, Vi ser, at f'(0) = f"(0) =
7(0) = f@(0) = 0, mens £O)(0) = 120. Altsd har f ikke ekstremum i 0.
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5.2 To variable

Definition 147 Et punkt (a,b) i definitionsomridet for funktionen f kaldes
et (lokalt) minimumspunkt for f, hvis der findes et tal 6 > 0, sa f(x,y) >
f(a,b) nar dist ((z,y),(a,b)) < 6 og (z,y) igvrigt ligger i definitionsomrddet
for f. Punktet siges at vere et egentligt (lokalt) minimumspunkt, hvis uligheden
er skarp, altsé hvis f(z,y) > f(a,b) (naturligvis kun for (x,y) # (a,b)). Et
maksimumspunkt defineres analogt.

Definition 148 Et punkt (a,b) i definitionsomridet for funktionen f kaldes
et egentligt saddelpunkt for f, hvis der findes en ret linie gennem (a,b), langs
hvilken f har egentligt lokalt maksimum i (a,b), og ogsd en ret linie gennem
(a,b), langs hvilken f har egentligt lokalt minimum i (a,b).

Bemeseerkning 149 Ordet saddelpunkt bruges ofte blot som betegnelse for et sta-
tionart punkt, der hverken er et lokalt maksimum eller et lokalt minimum. Be-
meerk altsa, at vi her med begrebet egentligt saddelpunkt mener noget andet og
mere.

Definition 150 Et punkt (a,b) i definitionsomridet for funktionen f kaldes
et globalt minimumspunkt for f, hvis f(x,y) > f(a,b) for alle (z,y) i de-
finitionsomradet for f. Punktet siges at veere et egentligt globalt minimum-
spunkt, hvis uligheden er skarp, altsa hvis f(x,y) > f(a,b) (naturligvis kun
for (z,y) # (a,b)). Et globalt maksimumspunkt defineres analogt.

Som for funktion af én variabel far vi brug for at vide, om en funktion
overhovedet har en stérste- og en mindstevaerdi. Som nsevnt tidligere i kurset,
geelder fglgende seetning:

Szetning 151 Lad D C R? og lad f: D — R vere kontinuert. Sa geelder:

1. Huvis D er en sammenhengende mengde, si er billedmengden f (D) et in-
terval, og f antager altsa enhver verdi mellem hver to givne funktionsverdier.

2. Hwvis D er lukket og begreenset, si er f (D) ogsd lukket og begrenset, og f
antager dermed sdvel en stgrste- som en mindsteverdi pa D.

3. Huis D er en lukket, begreenset og sammenhengende maengde, sa er billed-
mengden f (D) et lukket og begrenset interval.

Det er meget godt at vide, at en stgrste- og en mindsteveerdi eksisterer, men
hvordan finder vi dem? Der galder en sztning, der er en umiddelbar generali-
sation af en sztning om funktion af en variabel:

Saetning 152 Lad f vere en reel funktion af to variable. Lad (a,b) vere et
indre punkt i definitionsomradet for f. Antag, at f har lokalt ekstremum i (a,b)
og at f har partielle afledede af forste orden i (a,b). Sé gelder, at fy (a,b) =
OA fy(a,b) =0, altsé Vf (a,b) = (0,0).
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Bevis. Betragt f pa linien y = b. Hvis f har et lokalt ekstremum i det
indre punkt (a,b), s& har funktionen z — f (z, b) lokalt ekstremum i a, og a er
indre punkt i definitionsmaengden for denne funktion af én variabel. Hvis f har
en partiel afledet mht. z i (a,b), sd er funktionen x — f (x,b) differentiabel i
a med differentialkvotient f, (a,b). Af den ssetning, der geelder for funktion af
én variabel folger derfor, at f, (a,b) = 0. Pastanden, at f, (a,b) = 0 folger pa
samme méade. ®

Definition 153 Et punkt (a,b), hvor Vf (a,b) = (0,0), kaldes et stationert
punkt for f.

Som for funktion af én variabel fas nu felgende strategi til ekstremums-
bestemmelse:

Korollar 154 Lad f vere kontinuert pa den lukkede og begrensede mengde S.
Sé findes de lokale og globale ekstremumspunkter for f blandt

1. De stationere punkter.

2. Punkter, i hvilke f ikke har partielle afledede.

3. Randpunkterne for maengden S.
Eksempel 155 Lad f vere funktionen givet ved

flzy) =a® -2y + 24
for alle (x,y) € R%. Vi vil bestemme storste- og mindsteverdien for f pa halv-
cirkelskiven S = {(m,y) ’xQ +(y—-27<8ny< 2}.
Vi bestemmer forst evt. stationere punkter. Vi har, at f, (z,y) = 2z — 2zy =
22 (1 —y) og f, (z,y) = —2% + 4y. Derfor fis
Vi(z,y) = (0,0)<= (x=0Vy=1)A—-2®+4y=0
= (z,9)=(0,0)V(2,9) = (+2,1)

Der er altsa 3 stationere punkter, nemlig (0,0),(2,1) og (—2,1). Alle 3 punkter
ligger indenfor S.

Sa undersgger vi f pd randen af S. Randen bestdr dels af halvcirkelbuen 2 +
(y—2)2 =8 Ay < 2 og dels af liniestykket y = 2 A —2v/2 < = < 2/2. Pd
liniestykket har [ verdier givet ved

f(z,2)=—2%+38

Storsteveerdien af dette udtryk pé intervallet —2v/2 < x < 2v/2 er klart 8, og
mindsteverdien ligesd klart 0. Pa halvcirkelbuen finder vi de verdier f har ved
at eliminere x ved brug af v + (y — 2)2 = 8. Hermed fas

f(z,y) = (8—("9—2)2) (I-y)+22=4-3°+14° =g (y)
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idet vi kalder dette udtryk for g (y). Vi skal nu bestemme storste- og mind-
steveerdi for g pa intervallet [2 —2V/2, 2]. Vi har nu et endimensionalt prob-
lem af samme karakter som det oprindelige todimensionale. Vi bestemmer ”sta-
tioneere punkter”. Vi har ¢’ (y) = 3y? — 6y = 3y (y — 2). Nulpunkter for g er
0 og 2, der begge ligger i intervallet. Storste- og mindsteverdi for g kan an-
tages i enten 0,2 eller endepunktet 2 — 2v/2. Vi har g(0) = 4,9(2) = 0 og
g (2 — 2\/5) =24 —16V/2 = 1.3726. Storste- og mindsteverdi pé halvcirkelbuen
er abenbart 4 og 0. Storste- og mindsteverdi pa randen som helhed er dermed 8
0g 0. Disse veerdier skal sammenlignes med verdierne af f i de tre stationere
punkter. Vi finder f(0,0) =0 og f(£2,1) = 2.

Vi konkluderer, at storsteverdien for f pa S er 8, og den antages pa randen
i punktet (0,2). Mindsteverdien er 0, og den antages i tre punkter, dels i de to
randpunkter (:I:2\/§, 1) dels i det stationere punkt (0,0).

Eksempel 156 Et omrdde af form som et ligesidet trapez afgreenses pa den
lange side af en husmur. De gurige tre sider skal besta af et hegn af given total-
lengde L. Vi vil finde den opdeling af hegnet i tre dele og de vinkler i trapezet,
der gor, at arealet mellem hegn og mur er storst mulig.

Kalder vi lengden af hver af de to skrd dele af hegnet for x, og den spidse
vinkel mellem mur og hegn for 8, si er arealet givet ved

A=A(z,0) ::Jcsint‘)é ((L —2x) + (L — 2z + 2z cos b)) = zsinO-(L — 2z + x cos b))

Vi skal altsd bestemme stprsteverdi for A (xz,0), nar (z,0) € [0, %L] X [0, %]
Vi bestemmer forst stationere punkter. Vi finder

0A

o sinf (L — 2z 4+ x cos ) + zsin 0 (—2 + cos 0)
= sin6 (L — 4z + 2z cosb)

0A . .

90 = xcosf (L — 2z + xcosh) + xsinf (—z sin §)

= wcosf (L —2z) + 2” (cos® § — sin®0)
= wcosf (L —2z)+a2” (2cos’ 6 — 1)

Hermed har vi, idet sinf = 0 ikke, og x = 0 ej heller, giver anledning til
storsteveerdi for A:

VA = (0,0)<= L—4z+2xcosf =0Axzcosf(L—2z)+2* (2cos’6 —1) =0
do—L 4z—1L ) 4z — L\
<= cosf = o A 5 (L—22)+x (2( 7 ) —1)—0
< cosf = x_L/\—IL+3l‘2:0<:>C089:%/\1‘:§L

T 1
0=—ANx==L
<~ 3 x 3
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Vi har altsé fundet det stationere punkt (z,0) = (%L, %) Randen af omradet
[0, %L] X [0, %] bestar af 4 dele. Vi undersgger verdien af A pd hver af disse.

Vi finder

A(0,0) = 0 med storsteverdi 0
A (%L, 9) = iLQ sin @ cosf = %LQ sin 20 med stgrsteveerdi %LQ
A(z,0) = 0 med storsteverdi 0
A (x, g) = (L —2x) med storsteverdi %LQ

Storsteveerdien pa randen er altsa %L2. Verdien i det stationere punkt er

1 =«
Allp Ty oL g2
(3 ’ 3) 43
der Gbenbart er stprre end storsteverdien pd randen. Vi ser, at ndr (x,0)

(%L, %) udgor trapezet halvdelen af en requler sekskant med sidelengde %L. I
lyset heraf ser resultatet meget troverdigt ud.

Eksempel 157 En beholder (et glas, et vandfad eller lignende) skal konstrueres
med form som en keglestub, sd rumfanget bliver stgrst mulig for en given maengde
af materialer. Dette opfatter vi som et gnske om at maksimere rumfanget for
et givet totalareal af bund og sider. De storrelser, der kan varieres er radius
R af toppen af stubben, radius v af bunden samt stubbens hgjde h, dvs. den
vinkelrette afstand mellem de to cirkelskiver. Vi introducerer for kortvarigt brug
sidelengden L. Stgrrelserne er forbundet ved ligningen

(R—7r)*+h?=1I?

Rumfanget af keglestubben er givet ved

V= %h(RQ—H”R—er)

Overfladearealet af keglestubben fraregnet toppen er

S:WL(R+T)+7TT2:7T (R_T)2+h2(R+7’)+ﬂ"f‘2

Med given veerdi af S skal vi maksimere V. Denne givne verdi af S setter vi til
1, idet storrelsen i realiteten er irrelevant. Hermed kan h udtrykkes ved r og R
som folger

(R——|— V1 + 272 R2r2 — 2702 — w2 R4

Indsceettes dette i udtrykket for V, fas rumfanget som funktion af r og R til

1R2+rR+r

3 (BT \/1 + 2m2R2r2 — 2712 — 2 R4

V(r,R) =
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Denne funktion skal maksimeres pa omradet bestemt ved begreensningerne TR? <
1 0og 0 < r < R. Dette omrdade er abenbart en trekant. Vi bemeerker forst, at
funktionen V' dbenbart ikke er defineret i (0,0). Imidlertid folger det let, at
V (r,R) — 0 for (r,R) — (0,0), ndr grenseovergangen sker i trekanten. Vi de-
finerer sa V (0,0) = 0, hvormed V' er kontinuert overalt i trekanten. Storstevaerdi
pa trekanten antages nu enten i et stationert punkt i det indre af trekanten eller ¢
et randpunkt. Vi bestemmer forst stationere punkter. Ved hjelp af Maple findes,
at der ét stationert punkt © det indre af trekanten, og det er

(rR) = |/ 2\/7(2\1/7?_2), 1+2\ﬁ\/ 2\/7(2\1/:_2) = (0.22758,0. 41485)

Udregner man den dertil svarende sidelengde L finder man, at den er lig med
den fundne verdi for R. Verdien af rumfanget V i det stationere punkt er

1 [2/7—4
Vstat = 3 7\/_ =~(0.12339
3 3T

Denne verdi skal nu sammenlignes med stgrsteverdien pa randen. Vi finder pa
den randdel, der svarer til at bunden er skrumpet ind til et punkt, saledes at vi
faktisk har et kremmerhus,

V(O,R) = 2T mR

3T

der skal maksimeres pd intervallet givet ved 0 < R < —L. Man finder, at

S

stgrsteverdien pa denne randdel er

1% (0,3*%*%) — %\/g:ﬁ ~0.11668

altsd lidt mindre end veerdien i det stationere punkt. Videre finder vi, at V/ (r, ﬁ)

0 for aller € [0, #] . Pé den tredie og sidste del af randen (hvor vi har en cylin-
derformet beholder) har vi

V(R,R) = %R(l — TR?)

der skal maksimeres pa intervallet givet ved R € [O, ﬁ] . Vi finder, at storsteveer-

dien er pd denne randdel er

1 1 1 /3
V|—=,— :—\/j20.10858
(\/377 \/377) 9V m

der end ikke er sd stor som storsteverdien pd den forste randdel.

Vores endelige konklusion er altsa, at storsteverdien for rumfanget antages i
det stationere punkt givet ovenfor. Man kan dog bemeerke, at rumfanget af
kremmerhuset ikke er sa fjernt derfra og isvrigt giver en bedre lgsning end
konservesdasen.
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5.2.1 Et stationzert punkts type
Et stationzert punkt kan klassificeres som fglger:

1. Lokalt ekstremumspunkt, egentligt eller uegentligt, maksimum eller min-
imum

2. Egentligt saddelpunkt
3. Ingen af delene

Selv om vi ikke ved stgrste- mindsteveerdibestemmelse pa et lukket og be-
graenset omrade har brug for at kende typen af de stationsere punkter, er det
dog godt at have et kriterium til afggrelse heraf. Et kriterium analogt med det
kriterium vi har for funktioner af en variabel.

Saetning 158 Lad f have kontinuerte partielle afledede op til og med 2. orden
i en omegn om punktet (a,b). Antag, at (a,b) er et stationert punkt for f. Lad

A(a,b) = fay (a,0)* = fau (a,0) fyy (a,b) . Sé geelder

1. Hvis A(a,b) <0, sd er (a,b) et egentligt ekstremumspunkt, og hvis fr. (a,b) <
0 er det et maksimumspunkt, hvis f.. (a,b) > 0 er det et minimumspunkt.

2. Hwvis A (a,b) >0, sd er (a,b) et egentligt saddelpunkt.
3. Tilfeldet A (a,b) =0 krever en nermere undersggelse.

Bevis. Lad A = f,. (a,b) , B = fay (a,0) 0g fyy (a,b). Lad funktionen g af
en variabel vaere givet ved

g(t) = f(a+th,b+tk)
hvor h =z — a og k =y — b. Vi beregner v.hj.a. ksedereglen de afledede af g:

g ) = fola+thb+tk)h+ f,(a+thb+tk)k
g (t) = fox(@a+thb+th)h? +2fs, (a +th,b+th) hk + fy, (a + th, b+ tk) k?
Hermed har vi, at ¢’ (0) =0, og

g" (0) = Ah? 4+ 2Bhk + Ck?
Bemeerk, at f (a,b) + ¢” (0) er det 2. Taylorpolynomium for f udfra (a,b).

1. Antag forst, at A (a, b) — AC < 0. Sa har vi abenbart, at A # 0. Vi
kan derfor omskrive g” 1
ACk2>

t
g'(0) = <h2+2 hE+ =

( (BQ—Aéc)k2>
a(C

A@@k)
AQ
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Antag nu, at A > 0. S& ser vi, at ¢’ (0) > 0. Dermed geelder, at ¢’ (0) >
a > 0 for alle (h, k) med h? + k% = 1. Men da g” (0) er homogen af anden
grad i (h, k) geelder derfor generelt, at g” (0) > a (h* 4+ k*) . Da de anden
afledede af f er kontinuerte, kan vi til ethvert e > 0 bestemme et § > 0,
s h? + k? < § implicerer, at

19" (t) — g" (0)| < e (h® +2|hk| + k) < 22 (B* + k?)

for alle ¢ € [0,1]. Med e = § fas af Taylors formel anvendt pa g for et tal
£e]o1

fle,y) = fla,b) = ¢g(1)—g(0)
= O =30 O +5(" © g 0)
> %g” (0) —e (h* + k) > %a (W + k) — e (K + K?)
= %(h2+k2)(a—2s):%(h2+k2)>0

Heraf folger ssetningens fgrste pastand, nar A > 0. Tilfeeldet A < 0 for-
lgber pa samme vis.

. Antag dernzest, at A (a,b) = B2 — AC > 0. Hvis A # 0, kan vi bruge

omskrivningen fra for og ser, at Ag” (0) < 0, nar h+ £ =0 og k # 0.
Vi ser ogsa, at Ag” (0) > 0 for k = 0 og h # 0. Altsa er der to linier
langs hvilke f har henholdsvis egentligt lokalt maksimum og egentligt
lokalt minimum. Dermed er (a,b) et egentligt saddelpunkt. Hvis A = 0,
men C # 0 vil en lignende omskrivning fore til samme konklusion. Hvis
A=C=0,ma B #0 (da A # 0). Vi har nu, at g” (0) = 2Bhk, der har
forskellig fortegn i retningerne (h, h) og (h, —h). Dermed har vi ogsé et
egentligt saddelpunkt i dette tilfaelde.

. At tilfseldet A = 0 kraever nsermere undersggelse, vil blive vist i en rackke

eksempler.

Bemaerkning 159 [ beviset betragtede vi f pa linier gennem det stationere
punkt. Man kunne under beviset for forste del fristes til at standse allerede ved
konstateringen af, at g” (0) > 0 for alle (h,k) # (0,0). Thi dette betyder jo, at
f langs enhver ret linie har egentligt lokalt minimum i (0,0). Dette medforer
imidlertid ikke i sig selv, at f har lokalt minimum, hvilket vi skal se i et senere
eksempel. Det er afgorende, at det 2. Taylorpolynomium for f opfylder uligheden
Py(a+hb+k)— f(a,b)=g"(0)> oz(h2 +k2).

Vi afprgver forst ssetningen pa en funktion, der blev betragtet i et tidligere

eksempel.



76 KAPITEL 5. EKSTREMUM

Eksempel 160 Lad f vere givet ved
flz,y) =2 — 2y + 24

Vi har f. (z,y) = 2 — 22y = 22 (1 —y) og f, (z,y) = —a? + 4y, hvoraf vi
tidligere fandt, at de stationere punkter er (0,0) og (+2,1). Vi finder videre

fza (:c, y) = 2-2%
fmy (x,y) = -2z
fyy (zy) = 4

Med A = fﬁy — foxfyy har vi sd, at A(0,0) = -8 <0 0g fzz (0,0) =2 >0, sd
(0,0) er et egentligt lokalt minimumspunkt. For (£2,1) har vi A (+£2,1) = 16 >
0, sd disse to punkter er begge egentlige saddelpunkter.

De nzeste 4 eksempler medtages for at vise, at nar for et stationsert punkt
(a,b) vi har, at A (a,b) = 0, s& kan intet pa dette grundlag siges om typen.

Eksempel 161 Lad f vere givet ved f (x,y) = v*+y*. Da f (v,y) = 2* +y* >
0 = £(0,0) for (z,y) # (0,0), er (0,0) dbenbart et egentligt minimumspunkt
(endog globalt). Med A = fzgy — faufyy fds A(0,0) =0.

Eksempel 162 Lad f vere givet ved f (v,y) = —x* —y*. Da f (z,y) = —2* —
y* < 0= £(0,0) for (z,y) # (0,0), er (0,0) dgbenbart et egentligt maksimum-
spunkt (endog globalt). Med A = fgy — frafyy fds A(0,0) =0.

Eksempel 163 Lad f vere givet ved f (z,y) = z* —y*. Vi ser hurtigt, at (0,0)
er et stationert punkt. Da f (x,0) = z* > 0 = f(0,0) for x # 0, har f abenbart
et egentligt minimumspunkt langs x-aksen i punktet (0,0). Da f(0,y) = —y* <
0= f(0,0) fory #0, har f dbenbart et egentligt maksimumspunkt langs y-aksen
i punktet (0,0). Altsd er (0,0) et egentligt saddelpunkt. Med A = fzgy — fazfyy
fas A (0,0) = 0.

Eksempel 164 Lad f vere givet ved f (x,y) = x> +y*. Vi ser, at (0,0) er
et stationert punkt. Da g(t) = f(th,tk) = t3h3 + t*k* har ¢” (0) = 0 og
g" (0) = 18h3 # 0 for h # 0 har g ikke (og dermed f ikke) ekstremum i
retninger (h,k) med h # 0. Da for h = 0 vi har, at g (0) = 24k* > 0 for
k # 0, har f dbenbart et egentligt maksimumspunkt langs y-aksen i punktet (0,0).
Punktet er altsd hverken et ekstremumspunkt eller et egentligt saddelpunkt. Med

A= fzgy — fawfyy fds A(0,0) =0.

Eksempel 165 Lad f vere givet ved f(x,y) = 2y? — 2ya? + x*. Udtrykket
kan omskrives til f (z,y) = (y — x2)2 +y2, sa det folger heraf, at f (z,y) >0 =
£(0,0) for alle (x,y) # (0,0). Altsd er (0,0) et egentligt globalt minimumspunkt.

Vi vil dog prove vores typekriterium og bruger udtrykkets oprindelige form. Vi
finder

folzy) = —day+4a® =4z (y - :zc2)
fy (ac,y) = 4y—2$2



5.2. TO VARIABLE 7

Heraf fas

Vi(z,y) = (O,O)<:>(:1::0\/y:x2)/\2y—w220
<= (2,y9) =(0,0)

altsd, at (0,0) er eneste stationere punkt. Vi finder videre

foz (z,y) = —dy+ 1227
facy (x,y) = —4x
fyy (zy) = 4
hvormed vi ser, at med A = gy — faafyy fds A(0,0) = 0. Vores kriterium

siger altsd intet. Vi vil nu betragte f langs enhver ret linie gennem (0,0), dvs.
at vi bruger idéen fra beviset for typekriteriet. Set altsd g (t) = f (th,tk), hvor
(h,k) # (0,0). Sa finder vi, at g" (0) = 4k%. Heraf ser vi, at nar blot k # 0
har f egentligt lokalt minimum langs linien med retningsvektoren (h, k). Tilbage
er altsd kun at betragte retningen (1,0), dvs. a-aksen. Her finder vi sdé med
(h,k) = (1,0), at g" (0) = 0,g" (0) = 0 og g (0) = 24 > 0. Altsd har f ogsd
egentligt lokalt minimum langs x-aksen. Det er fristende pd dette grundlag at
konkludere, at f har egentligt lokalt minimum 4 (0,0).

Selvom om denne pastand er sand, er konklusionen draget pa et utilstrekkeligt
grundlag, hvilket neste eksempel viser.

Eksempel 166 Lad f vere funktionen

2
flay)=(y—2)" +y° — 2%
Vi finder
fz (Iay) = —dz (2y - 12)
hermed har vi

Vi(z,y) = (0,0)<:>(x:0v2y:x2)/\y:x2

sd (0,0) er det eneste stationeere punkt. Det vises uden besveer ligesom i ek-
semplet ovenfor, at f har egentligt lokalt minimum i (0,0) langs enhver linie
gennem (0,0). Men f har ikke lokalt minimum i (0,0), hvilket ses af, at pd
parablen y = 2%, der gar gennem (0,0), har f verdier givet ved

f (x,xQ) =—2*<0

for alle x # 0. Vi bemeerker, at f har egentligt maksimum langs denne parabel.
Det stationere punkt (0,0) er hverken et ekstremumspunkt eller et egentligt
saddelpunkt.
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Bemeerkning 167 Man kunne fristes til at tro, at hvis f har netop ét sta-
tioneert punkt i R?, og dette er et lokalt minimumspunkt, s har f ogsd nod-
vendiguis globalt minimum i dette punkt (med forudsetninger om eksistens af
kontinuerte partielle afledede overalt). Den tilsvarende pdstand gelder nemlig for
funktioner af én variabel: Har en differentiabel funktion g netop ét stationert
punkt a i intervallet I, og har g lokalt minimum i a, sd er a ogsa globalt mini-
mumspunkt for g. Antag nemlig, at der fandtes et punkt ¢ € I med g (c) < g(a).
Sd ma g antage et maksimum i et punkt d # a i intervallet mellem a og c. Men
i et sddan punkt har vi g’ (d) = 0 i modstrid med antagelsen om, at a var eneste
stationere punkt. Eksemplet

flz,y) =e* -2 (w2 - 1)2€y

der pa ner et fortegn er taget fra den bla bog, viser, at det tilsvarende resultat er
galt for funktioner af to variable. Denne funktion har et egentligt lokalt minimum
1(0,0), der ogsd er det eneste stationaere punkt. Men f (x,0) — —oo for z — oo,
sa f har intet globalt minimum.



Kapitel 6

Differentialform og
kurveintegral

Vi teenker os et fysisk system, der under en proces er givet ved to fysiske para-
metre x og y (man kan teenke pa tryk og temperatur) og ved denne proces fgres
fra en tilstand til en anden. Denne sndring kan i et xy-koordinatsystem afbildes
som en kurve, der fgrer fra starttilstanden til sluttilstanden. En fysisk stgrrelse
Q (teenk pa arbejde udfgrt pa systemet, varme tilfort systemet eller en egenskab
ved systemet sdsom dets rumfang) teenkes at forgges med AS), nar parametrene
z og y under processen undergar sendringerne Az og Ay, henholdsvis. Denne
forggelse AQ) teenkes approksimativt at kunne udtrykkes ved

nar Az og Ay er sma. Mere preecist teenkes folgende at veere opfyldt for alle
(Az, Ay) i en omegn om (0,0) og under processen (dvs. langs kurven)

AQ = Fy (z,y) Az + Fs (z,y) Ay + g (Azx, Ay) ||[(Az, Ay)||

hvor g er en funktion, der opfylder g (Az, Ay) — 0 for (Az, Ay) — (0,0). Vi vil
sige, at den differentielle sendring i ) langs processen er

w=F (z,y)de+ F2 (z,y)dy

Hvis man synes, at man har set noget lignende fgr, sa er det ganske vist. De-
finitionen pé differentiabilitet af en funktion af to variable lgd jo nasesten ord
til andet ligesddan. Den meget vigtige forskel er imidlertid tilfgjelsen om, at
andringen sker langs en given kurve og at stgrrelsen Q) er tilknyttet processen,
ikke i almindelighed systemet.

Eksempel 168 Lad os betragte en idealgas. For en sidan geelder tilstandslignin-
gen pV = nRT. Lad os tenke 0s, at n =1 (mol). Vi betragter det arbejde, som
udfores pd systemet, nar dette fores fra tilstanden (p1,Ty) til tilstanden (p2,T5)
langs to forskellige kurver i et pT-koordinatsystem.

79
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1. Den forste kurve bestar af to rette liniestykker. Forst bringes systemet
under konstant temperatur Ty fra trykket py til trykket pa. Derefter bringes
systemet under konstant tryk ps til temperaturen To. Det arbejde §W,
der udfores pa systemet under en udvidelse af gassen pa dV er givet ved
OW = —pdV'. Vi finder V udtrykt ved p og T: V = %. Hermed har vi

dv = _R_de+ EdT
p p

altsa fas
RT

OW = —dp — RdT
p
Det samlede arbejde udfort pa systemet under denne proces er summen af

det arbejde W1, der udfores under den forste del og det arbejde Wa, der
udfores unden den anden del. Vi finder

D2 T
le/ B — pryn 22
P p b1

idet temperaturen holdes konstant lig med T1 under den forste del af processen.

Dernest finder vi
T>
Wa = / —RdT = —-R(Tx — Th)
T
idet trykket holdes konstant under den anden del af processen. Det samlede

arbejde udfort pa systemet undere processen er altsd

W:WH—WQ:RTlln%—R(TQ—Tl)
1

2. Den anden kurve bestar ogsd af to rette liniestykker. Forst bringes systemet

under konstant tryk py fra temperaturen Ty til temperaturen Ts. Derefter
bringes systemet under konstant temperatur Ts til trykket ps.Ligesom for
er det arbejde 0W , der udfores pa systemet under en udvidelse af gassen
pa dV er givet ved

oW = —pdV = %dp — RdT

Det samlede arbejde udfort pa systemet under denne proces er igen sum-
men af det arbejde W1y, der udfores under den forste del og det arbejde
Wa, der udfores unden den anden del. Vi finder

T
Wy = / “RAT = —R(Ty — T))
T

idet trykket holdes konstant under den forste del af processemn. Derneest
finder vi

D2 T
WQ:/ BT 1 — RTy1n 22
P P1

1
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idet temperaturen holdes konstant lig med Ty under den anden del af
processen. Det samlede arbejde udfort pa systemet undere processen er
altsa

W =W, +Ws=—R(T»—T)) + Rl In 22
p1
Vi bemeerker, at arbejdet udfort pa systemet under de to processer ikke er ens
(med mindre Ty = T ). Derimod er rumfangsendringen uafhengig af den proces,
der forer systemet fra (p1,Th) til (p2,Ta). Den er jo bestemt ved sammenhaengen
V= %, sa
RT, RT
AV =V -V =—2 - —1
P2 Y41
Man siger, at 'V er en tilstandsfunktion, altsa en storrelse, der er knyttet til et
systems tilstand, hvorimod arbejdet ikke er tilknyttet systemet, men hgrer til den

proces, som systemet undergar.

6.0.2 Differentialform og kurveintegral

Definition 169 Lad S vere en dben maengde i R2. Lad Fy og Fy veere reelle
funktioner definerede i S. Udtrykket

w = Fl (m,y)dx+F2(x,y)dy
kaldes en differentialform i S.

Bemserkning 170 Navnet 'differentialform’ kan vi teenke os betyder, at udtrykket
w har form som et differential af en funktion f

df = fo (x,y)dx + fy (z,y) dy

Vi skal meget snart se, at det langt fra er tilfeldet, at en differentialform w er
differentialet df of en funktion f. Det er undtagelsen, snarere end reglen.

Definition 171 Lad S vere en dben maengde i R?. Lad k vere en kurve for-
lobende i S og givet ved en parameterfremstilling

(z,9) = (p(t),q(t), t€lab]

hvor p og q er stykkevist differentiable. Lad w = Fy (x,y) dx + F» (z,y) dy vere
en differentialform i S. Med kurveintegralet |, W menes integralet

/ (Fi(p(t),q()p' (t) + Fo(p(t),q(t) ¢ (t)) dt

nar dette da ellers eksisterer.

Bemaerkning 172 Vi kan tenke os betydningen af kurveintegralet som en op-
summering af storrelsen w langs kurven. I idealgaseksemplet ovenfor var der
tale om en bestemmelse af det pa systemet udforte arbejde under processen. Den
beregning vi udforte var faktisk en udregning af kurveintegralet af OW langs to
forskellige veje, der hver var sammensat af to rette liniestykker.
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Bemazerkning 173 Idet w = Fi (z,y)dz + Fy (x,y) dy kan skrives pa formen
w=(F1, F) - (de.dy) = F-dr, nar F = (F1, F2) og 7 = (x,y), kan symbolet for

kurveintegralet skrives
/ w= / F.dr
k k

Det definitionsmassige udtryk kan tilsvarende skrives

b
/ FF () -7 (t)dt

nér vi lader 7 (t) = (p(t),q(t)) og 7 (t) = (p’ (t),q (¥)). I denne formulering
kan man ved tolkning af F (x,7y) som et kraftfelt ogt som tiden opfatte F (T (t))-
7 (t) som effekten til tident, idet ¥ (t) er hastigheden. Hermed er kurveintegralet
en integration over tiden af effekten, altsa det langs kurven af kraftfeltet udforte
arbejde.

FEksempel 174 Lad der i den gvre halvplan S = {(z,y) |y > 0} veere givet dif-
ferentialformen

w= Ed:zc—i—:zclny dy
Y

Vi vil bestemme kurveintegralet of w langs kurven k givet ved parameterfrem-
stillingen (z,y) = (t2, e_t), t € [0,1]. Kurven forbinder abenbart punktet (0,1)
med punktet (1,6_1), Vi finder

s 2 —t —t
/kw /0 (;%—ﬁ—tln(e )(—e ))dt
1
/ (2t%e' + tPe ") dt
0

= [2¢" (£~ 3 + 6t —6) — e (t3 + 36> + 6t +6)],
= 18 —4de—16e”"

FEksempel 175 Lad w vere samme differentialform som i forrige eksempel. Vi
vil udregne kurveintegralet af w langs en anden vej K, der ligesom k ovenfor
forer fra punktet (0,1) med punktet (1,6_1). Den nye kurve K er sammensat
af to rette liniestykker. Forste del er vandret og forer fra (0,1) til (1,1), para-
metrisering: (z,y) = (t,1),t € [0,1]. Andel del er lodret og forer fra (1,1) til
(1,e71), parametrisering: (z,y) = (1,te ' +1—t), t € [0,1]. Hermed finder vi

1 1
/w = /tdt+/ In(te ' +1—1t) (e —1)dt
k 0 0

1 1 -
= 5—&— : lnudu:§+[ulnu—u]l
= 3—26_1

Vi bemeerker, at resultatet er et andet end det vi fandt i forrige eksempel pd
trods af, at kurverne forbinder de samme punkter i de to eksempler.
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6.0.3 Greens sxtning i planen

Greens sztning i planen hgrer hjemme blandt en rackke ssetninger fra vektor-
analysen (Green’s, Stokes’ og Gauss’ ssetninger). Den er den simpleste af disse.
(George Green 1793-1841).

Definition 176  Lad en lukket kurve k vere givet ved en kontinuert parame-
terfremstilling, 7(t),t € [a,b]. Hvis T(t1) # T(t2) for alle t1 # to bortset fra at
7(a) = 7(b), sd skerer k ikke sig selv. Kurven kaldes en Jordan-kurve.

Definition 177  Med symbolet C*([a,b]) betegnes maengden af differentiable
funktioner defineret i [a,b], for hvilke ogséd den afledede er kontinuert.

Definition 178 Vi skal kalde mengden S i zy-planen for xy-elementer, hvis
den ved opdeling med akseparallelle linier kan skrives som foreningsmengden af
endeligt mange meengder S, 59, ..., Sy, der hver for sig bade kan beskrives som
omradet mellem to grafer af C'-funktioner aof x og ogsd som omradet mellem
to grafer af C'-funktioner afy. Altsa S; = {(x,y)|g1(z) <y < ga(x),2 € [a,b] }
og OQSd Si = {(‘Tay) |h1(y) <z< hQ(y)ay € [Ca d] }7 hvor 91,92 € Cl([avbb og
hi,hy € C([c,d]).

Saetning 179  Greens s@etning i planen. Lad S vere en lukket og begrenset
mengde i planen. Antag, at randen for S (kaldet k) er en Jordan-kurve. Antag,
at S er zy-elementer. Lad P og QQ vere kontinuerte funktioner af to variable i
S med kontinuerte partielle afledede. Sa gelder

AP(w,y)dx + Q(=,y)dy = /S (—g—]; + g—c’j) dA (*)

nar det forudseettes, at kurven k gennemlgbes i positiv omlgbsretning.

Bevis. Vi ngjes med at bevise sesetningen i det tilfaelde, hvor S selv er givet
ved S = {(2,y) |g1(z) <y < g2(x), @ € [a, 0] }, og ogsa S = {(z,y) [h1(y) < = < ha(y),y € [c,d] },
hvor g1, g2 € C([a,b]) og h1, ha € Ct([e,d]). Vi viser forst
oP

P(z,y)de = | ———dA.
/k (z,y) Oy

Da S = {(z,y) |lo1(z) <y < g2(x),z € [a,b] }, fa4s ved oplgsning af planinte-

gralet
P /b /92 (z) oP /b (@)
——dA = dx ———dy = —P(z, )" dx
S ay a g1(z) ay a [ ( )]gl (@)
b

_ / (P (2, 91(2)) — P (, ga(x))) dev

a

- / P(x,y)dx—/ P(x,y)dmz/kP(w,y)dw

kl k2
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hvor %k og kg er graferne for henholdsvis g; og go gennemlgbet fra venstre
mod hgjre. Sidste lighed geaelder, fordi kurveintegralerne langs de lodrette lin-
iestykker (z = a og © = b) er 0. Da omradet S ogsd kan beskrives som
S =A{(z,y) |h(y) <z < ha(y),y € [c,d] }, fas ganske analogt

/Qxydy— 8Q

Ved addition af de to resultater f&s Greens identitet. m

Eksempel 180 . Lad S vere den trekant, der begraenses af koordinatakserne
og linien x + 2y = 2. Lad P(z,y) = 2xy og Q(z,y) = 8z%y. Vi udregner begge
sider af identiteten (*). Ifolge Greens seetning skulle vi f& samme resultat ved
de to udregninger. For planintegralet finder vi

oP 0Q
/. (‘a—y * a—> a4

/( 2z + 16xy) dA

1__
/ dx/ —2z + 162y) dy

/[2xy+8xy] % g
0

2 3 2 4
/0 (2x — Tz —|—6x)dx:§.

Kurveintegralet opdeler vi i 3 dele

/de+Qdy:/ +/ -|-/
k rz—aksedelen skraa—del y—aksedelen

hvor z-aksedelen parametriseres ved (z,y) = (¢,0),t € [0,2], den skrd del ved
(z,y) = (2 —=2t,t),t €[0,1], og y-aksedelen (dog i forkert retning) ved (x,y) =
(0,t),t € [0,1]. Hermed finder vi

2 2
/ :/ (t,O)dt:/ 0dt =0
z—aksedelen 0

/ = /{P2 2t,t) - (—2) + Q (2 — 2¢, 1)} dt
skraa—del

/{2(2 2) ¢ (— )+8(2—2t)2t}dt

0

1
/ {24t — 56t* 4 32t*} dt =

3
/QOt /Odt 0

é—aksedelen
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hvor minustegnet ved y-aksedelen skyldes, at kurvestykket gennemlgbes i forkert
retning. Hermed har vi altsa, at

4
/ Pdz + Qdy = -
E 3
Vi fandt altsd (heldigvis) samme resultat som ved beregningen af planintegralet.

Eksempel 181 Af Greens setning kan udledes en formel til beregning af arealet
af en mengde v.hj.a. et kurveintegral. Tages nemlig P (z,y) =0 og Q (z,y) =

fas af Greens setning, at
/xdy = / 1dA = A(S)
k S

Ved i stedet at tage P (z,y) = —y og Q (z,y) = 0 fds af Greens setning, at

/k—yd:p:/sldA:A(S)

En ofte set tredie version er

A(S) :%/—ydx—&—xdy

k

Som illustration lad os udregne arealet af den begraensede maengde S, der lig-
ger indenfor den lukkede kurve k givet ved parameterfremstillingen (z,y) =
(tcost,sin2t) ,t € [0, %] Bemerk forst, at kurven gennemlgbes i negativ om-
lobsretning. Under hensyntagen hertil finder vi, hvis vi bruger den forstnevnte
arealformel

A(S)

=
—/:chy:—/ tcost-2cos2t dt
k 0

—/2 t (cost + cos 3t) dt:E—lﬂ'
0 9 3

Eksempel 182 Vi vil udregne kurveintegralet

/ (yc2 + %+ y3) dx + 3xydy
k

hvor k er kurven givet i polere koordinater ved r = 6 cosf,0 € [0, %] 0g gen-

nemlpbet i positiv omlgbsretning. Kurven er en Jordan-kurve. Vi bruger Greens
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seetning og finder

/ (2® +y* + y°) do + 3ayPdy = / —2ydA
k 5

™

5 6 cos 6
= / (/ (—2r sin@)rdr) de
0 0

27 2 0 cos 0
/ sin 6 [——r‘ﬂ do
0 3 o
1 15

—; /02 62 sin 0 cos® dO = —1—28773 + %ﬂ'

6.0.4 Eksakt differentialform

Definition 183 FEn differentialform w givet i mengden S kaldes eksakt i S,
hvis den i ethvert punkt af S er differentialet af en funktion f, altsa hvis w = df
overalt i S. Anderledes sagt: Differentialformen w = Fy (z,y)dz + F» (z,y) dy
kaldes eksakt i S, hvis der findes en funktion f, der er differentiabel overalt i S,
sa

falz,y) = Fi(z,y)
fy (ac,y) - F2 (may)

for alle (z,y) € S. I bekreftende fald kaldes en sidan funktion f for en stam-
funktion tilw 1 S.

Eksempel 184 Differentialformen w givet i meengden S uden for ellipsen x> +
3y? =1 ved
2x 6y
= d
n 22 +3y2 -1 v 2 +3y? -1

dy
er eksakt i S. Vi har nemlig, at funktionen

f(zy)=In(a® +3y° — 1)

opfylder
2z
fe(z,y) = 2371
6y
fy(zy) = 21321

for alle (x,y) € S. Funktionen f er dermed en stamfunktion tilw i S.

Bemeseerkning 185 Det er klart, at hvis f er en stamfunktion til en differential-
formw i en mengde S, sa er f+C ogsa en stamfunktion for enhver reel konstant
C. Er der andre stamfunktioner end dem, der fremkommer ved addition af en
konstant til en given? Herom handler neste setning.
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Saetning 186 Lad S vere en dben og sammenhengende mengde. Antag, at
funktionen f har partielle afledede overalt i S, og at disse opfylder f, (z,y) =0
0g fy (z,y) =0 for alle (z,y) € S. Sé er f en konstant funktion i S.

Bevis. Lad A og B veere to vilkarlige punkter i S. Vi skal vise, at f har
samme veerdi i disse to punkter. Da S er Aben og sammenhaengende, kan A og B
forbindes med en ”trappeformet” kurve bestaende af akseparallelle liniestykker.
Pa ethvert vandret stykke har f samme veaerdi i start- og slutpunkt, da f, = 0.
Ligeledes har pa ethvert lodret stykke f samme veerdi i start- og slutpunkt, da
fy = 0. Heraf fglger, at f har samme veerdii A og B. ®

Korollar 187 Antag, at differentialformen w givet i den abne og sammenhaen-
gende mangde S er eksakt og har stamfunktionen f1 i S. Sa er samtlige stam-
funktioner givet ved formlen

f=f+C, CeR
Vi skal bruge et resultat, der minder lidt om resultatet i seetningen ovenfor.

Seetning 188 Lad S vere en dben mengde, der med hver to punkter (x1,yo) og
(z2,y0) ogsd indeholder liniestykket imellem punkterne (S er altsdé en "vandret
stabel af linier”). Antag, at f overalt i S har en partiel afledet mht. x, og at
fu (z,y) = 0 for alle (x,y) € S. Sd er f(x,y) itkke afhengig af x, dvs. vi kan
skrive f (z,y) = h(y) for alle (z,y) € S.

Bevis. Vi skal blot vise, at for hver to punkter med samme y-koordinat
(z1,y0) og (z2,y0) geelder, at f (x1,y0) = f (z2,y0). Men dette fplger umiddel-
bart af at fy (z,y0) =0 for alle = € [z1,z2]. ®

Saetning 189 Lad w vere differentialformen
w=Fy(z,y)dv+ F (z,y) dy

hvor Fy og Fs er kontinuerte i den dbne og sammenhaengende mangde S. Sa
geelder, at w er eksakt i S, hvis og kun hvis |, pw kun afhenger af kurven k’s
endepunkter (for enhver stykkevis C*-kurve).

Bevis. Antag forst, at w er eksakt i S. Lad f veere en stamfunktion. Lad k
veere en Cl-kurve i k givet ved (z,y) = (p(t),q(t)), t € [a,b]. S& har vi

b
/kw = /(Fl(p(t),q(t))P/(t)+F2(P(t)7Q(t))q/(t))dt

b
/(fm(p(t),q(t))p’(t)+fy(p(t),q(t))Q’(t))dt

IR AR IO
= fp(b),q(®) = f(p(a),q(a))
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Er kurven kun C' stykkevist, fas det samme resultat ved opdeling. Vi ser, at
kurveintegralets veerdi kun atheenger af endepunkterne (p () , ¢ (b)) og (p (a) , ¢ (a)).
Antag nu omvendt, at |,  w kun afhzenger af kurven k’s endepunkter. Veelg et
fast punkt A1 S. Lad (z,y) € S vaere et vilkarligt punkt. Sa er kurveintegralet
langs en kurve fra A til (z,y) uatheengig af kurvens forlgb, altsa kun athsengig

af (z,y). Ved
(z,y)
fam= [ w
A

er der defineret en funktion i S. Vi vil vise, at f er en stamfunktion til w. Vi
viser, at f i ethvert punkt af S har en partiel afledet mht. = og, at denne er givet
ved Fy. Lad da (z,y) € S. Da S er aben vil det vandrette liniestykke mellem
(z,y) og (x + h,y) ligge helt i S, nar blot || er lille nok. Vi har sa, at

fz+hy) — f(z,y) 1 (/(”h’y) o /(”J’y) w)
A A

h
1 /(z+h,y) 1 /erh
= - w== Fy (t,y)dt
h Jiz,y) h /.

= I (53 y)
hvor ¢ ligger mellem x og « + h. Da Fj er kontinuert folger det, at
f(m+h,y) — f(xay)

h

for h — 0. Altsa har vi, at f; (z,y) = Fi(x,y). At vi ogsa har f, (z,y) =
F5 (z,y) folger pa samme méade. Hermed er vist, at w er eksakt i § med f som
stamfunktion. m

>

— Fi (z,y)

Bemseerkning 190 Er w eksakt i S kan en stamfunktion f altsé udregnes som
et kurveintegral f (z,y) = f/(lx’y)w fra et fast punkt til (x,y). Kurven fra A
til (z,y) velger man selv. Den skal selufplgelig forlobe i S. Ofte er en kurve
sammensat at to akseparallelle liniestykker et godt valg.

Eksempel 191 Betragt i mengden S = R?\ {(0,0)} differentialformen

__Y z
w—x2+y2dx+x2+y2

dy

Vi udregner kurveintegralet f W langs enhedscirklen med parametriseringen (x,y) =
(cost,sint),t € [0,2n]. Vi finder

2 —sint . cost
w 7‘2(—Slnt)+7'2(308t dt
L 0 cos2t +sin“t cos?t +sin“t

27
/ 1dt = 2m
0

Men kurven forbinder jo punktet (1,0) med sig selv, sd hvis w var eksakt i S,
ville kurveintegralet veere nul. Vi konkluderer, at w ikke er eksakt i S.
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Eksempel 192 Betragt i R? differentialformen w givet ved
w = (2x623’ + 3 cos x) dx + ((2&@2 + 2y + 1) e + Sy) dy

Vi vil gerne afgore, om w er eksakt i S. I bekreftende fald vil vi bestemme
samtlige stamfunktioner. Nu er det jo ikke nogen farbar vej at undersgge om
kurveintegralet langs samtlige kurver fra et givet fast punkt til (x,y) giver samme
resultat. Senere far vi et simpelt kriterium (krydsdifferentiationskriteriet), der
hurtigt vil afslore, om w er eksakt. Her prover vi en anden idé. Vi velger et fast
punkt. Lad os tage A = (0,0). Vi udregner kurveintegralet fra (0,0) til (z,y)
langs den kurve k, der er sammensat af liniestykkerne, der forbinder (0,0) med
(z,0) og igen med (x,y). Sd finder vi

IE

Hvis w er eksakt, sd udgor dette udtryk (som vi vil kalde f(x,y)) en stam-
funktion. Men vi kan nu blot ved differentiation afgore, om udtrykket er en
stamfunktion:

x Yy
(/(%§+3mmyﬁ+/)«m@+%+1y”+sﬂﬁ
0 0

= [t2 + 3sin t]g + [thxQ + et + 4t2]g = 3sinz + e?¥ (x2 +y) + 492

fe(z,y) = 3cosxz+ 2we?
fy(@y) = € (22 +2y+1)+38y

Vi ser, at hgjresiderne er Fy (x,y) og Fs (z,y), henholdsvis. Altsd er w eksakt,
og f er en stamfunktion. Samtlige fis ved addition af en arbitrer konstant. Den
brugte metode er egentligt ikke sd ringe endda.

Eksempel 193 Lad w vere differentialformen
w= (2°+y?) dz + (3y +sinz) dy

for alle (z,y) € S, hvor S er en vilkarlig (ikke-tom) dben maengde i R%. Vi
vil vise, at w ikke er eksakt i S (uanset hvordan S er wvalgt) . Senere far vi et
handfast kriterium til afgorelse heraf. Men hér prover vi uden. Antag, at w var
eksakt. Sa eksisterer der en i S differentiabel funktion f med

fx(xzy) = x2+y2
fy(z,y) = 3y-+sinz

Vi ser af den forste, at fu, (z,y) = 2y. Af den anden ses, at fy, (x,y) = cosz.
Begge udsagn geldende for alle (x,y) € S. Men vi har en setning, der siger, at
hvis f har kontinuerte partielle afledede af forste orden i en omegn af et punkt
(a,b), og hvis fyy eksisterer i denne omegn og er kontinuert i (a,b), s eksisterer
fyz (a,b) og er lig med fuy (a,b). Men f. (z,y) = 2®>+y? og f, (z,y) = 3y+sinz
er dbenbart kontinuerte overalt. Det samme er fu, (z,y) = 2y. Altsd burde vi
have, at fry (x,y) = fyz (x,y) overalt. Men det har vi jo dbenlyst ikke. Vi ma
konkludere, at w ikke har nogen stamfunktion i S, altsi at w ikke er eksakt i S.
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Vi giver nu et simpelt kriterium til afggrelse af, om en differentialform er
eksakt i et omrade S. Men fgrst en definition.

Definition 194 Maengden S T R? kaldes enkeltsammenhangende, hvis den er
sammenhaengende og desuden er "uden huller”, dvs. at enhver lukket kurve, der
forlgber i S, kontinuerligt kan sammentrekkes til et punkt i S uden nogensinde
at forlade S. Maengden S kaldes stjerneformet, hvis der findes et punkt A i S,
sa liniestykket mellem A og ethvert andet punkt i S ligger helt i S.

Bemszerkning 195 En stjerneformet maengde er enkeltsammenhaengende. Det
modsatte geelder ikke.

Saetning 196 Lad w vere differentialformen
w = Fy (z,y) de + Fy (z,y) dy

givet i den dbne mengde S. Antag, at Fy og Fa (er kontinuerte og) har kontin-
uerte partielle afledede af forste orden overalt i S. Vi har da

1. Hvis w er eksakt i S, sa geelder, at

OFy  0F
oy Oz
overalt i S.
2. Hwis S er enkeltsammenhaengende og hvis 83—1;] = % overalt © S, sd er w
eksakt i S.

Bevis. Beviset for forste del forlgber som i eksemplet ovenfor. Vi antager
altsa, at w er eksakt. Sa eksisterer der en i S differentiabel funktion f med

fo(zy) = Fi(z,y)
fy(xvy) = FQ(xvy)

Da F; og F antages at have partielle afledede i S, folger det, at fa (x,y) = %}

og, at fyz (z,y) = %. Begge udsagn gaeldende for alle (z,y) € S. Men vi har en
saetning, der siger, at hvis f har kontinuerte partielle afledede af fgrste orden i en
omegn af et punkt (a, b), og hvis fy, eksisterer i denne omegn og er kontinuert i
(a,b), s eksisterer fy, (a,b) og er lig med fy, (a,b). Men f, = Fy og f, = Fy er
abenbart kontinuerte overalt. Desuden eksisterer f,, og er kontinuert overalt,
da F; antages at have kontinuerte partielle afledede overalt. Altsa har vi, at

fay (,9) = fya (x,y) overalt. Dermed altsa, at %—IZ} = % overalt.
Antag nu, at % = % overalt i S. Vi skal vise, at w er eksakt. Vi foretager

i beviset den indskreenkende antagelse, at maengden S er stjerneformet, dvs. at
der findes et punkt A i S, si liniestykket L (z,y) mellem A og ethvert andet
punkt i S ligger helt i S. Vi definerer nu funktionen f ved

f(x,y)I/L( )w
x,Y
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Vi kan antage, at A = (0,0). Liniestykket L (z,y) kan da parametriseres ved
t — (tz,ty),t € [0,1]. Hermed har vi

1
f () = /0 (Fy (2, ty) o + F (t, ty) ) d

Vi skal nu udnytte, at integralet som funktion af z er differentiabelt, og at
differentialkvotienten far ved differentiation under integraltegnet. Hermed fas

1
fo(zyy) = / (F1 g (tx, ty) to + Fy (tx, ty) + Foq (tx, ty) ty) dt
0

1
/ (F1,5 (tz, ty) te + Fy (tx,ty) + Fiy (tz, ty) ty) dt
0

/0 (tditFl (tz,ty) + F1 (tx,ty)) dt
= / dit (tFy (ta, ty)) dt = [tFy (tz, ty)]g = F1 (z,y)
0

At f, = F> ses pa tilsvarende made. Hermed er vist, at f er en stamfunktion til

w. N
Bemaerkning 197 Da der i Greens satning forekommer differensen —83—1;1 +
% er det nerliggende at forsgge et bevis for den foregiende setnings anden del

v.hj.a. Greens setning. Lad k1 og ko veere to kurver, der forbinder de samme to
punkter. Vi skal vise, at kurveintegralet langs de to kurver giver samme resultat.
Det er ekvivalent med at vise, at kurveintegralet langs den sammensatte kurve
k1 og —ko er nul. Den sammensatte kurve k er en lukket kurve. Tillader vi os
at antage, at k er en Jordan-kurve, og at mengden Sy , som den omslutter, er
xy-elementer, sa kan vi benytte Greens setning. Af denne fis

i (0B R,
/kw_/kFl(m,y)d:c—kFﬂxay)dy—/s( dy * 8x>dA_O

Dermed er altsa ikke givet et egentligt bevis for den anden pastand, men den er
maske blevet forlenet med en vis troverdighed!

Eksempel 198 Lad igen w vere differentialformen
w= (z*+y*)dz + (3y + sinz) dy

Vi vil v.hj.a. krydsdifferentiationskriteriet vise, at w ikke er eksakt i nogen daben
ikke-tom maengde i R?. Med

Fy(z,y) z? +y?
B (z,y) = 3y+sinz
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finder vi
oF
=1 _ 9
y 4
LI cosx
or

der abenbart ikke er lig med hinanden overalt i en ikke-tom dben maengde. Altsd
er w ikke eksakt i nogen ikke-tom aben meengde.

Eksempel 199 Betragt i R? differentialformen w givet ved
w = (2x62y + 3 cos :zc) dx + ((2352 + 2y + 1) e? + 8y) dy
Ved krydsdifferentiation fas, idet w skrives som Fy (z,y) dz + Fy (z,y) dy
Fiy(z,y) = dae®?
Py, (v,y) = 4daze®

Da Fy og F» abenbart begge har kontinuerte partielle afledede i R?, som jo er en
aben og enkeltsammenhengende (endda stjerneformet) mengde, konkluderer vi,
at w er eksakt i R%. Vi skal bestemme samtlige stamfunktioner. Lad f betegne
en sadan. S har vi

fo(zy) = Fi(z,y)=2xe® +3cosa
fy(@y) = F(zy)= (2902 +2y+1) e 4 8y
Af den forste af disse fas ved ubestemt integration mht. x, at
f(z,y) = %€ + 3sinz + h (y)

Dette folger af, at vi iflg. en tidligere setning af

0 .
s [f (z,y) — (2®€* 4+ 3sinz)] =0
kan slutte, at f (z,y)— (xQer + 3sin :zc) ikke afhenger af v. Af f (z,y) = 22e?Y+
3sinz + h (y) ses ved differentiation mht. y, at
fy (z,y) = 202 + 1/ (y)

men vi har jo ogsd, at fy (z,y) = (2362 + 2y + 1) e?Y + 8y. Altsa slutter vi, at
R (y) = (2y + 1) e?¥ + 8y. Derefter finder vi

h(y) = / ((2y + 1) €* + 8y) dy = ye® + 4y + C

hvor C' er en integrationskonstant. Hermed har vi en formel for samtlige stam-
funktioner
f(@,y) = (2% +y)e* +3sinz + 4> + C

hvor C € R.



Kapitel 7

Laplacetransformation

7.0.5 Definition af Laplacetransformationen

Definition 200 Lad f vere en reel (eller kompleks) funktion, der er defineret
pd intervallet [0, 0o[. Hvis der findes et tal sg, sd integralet

/Oo e SUf(t)dt

0

eksisterer (er konvergent) for alle s > sq, vil dette udtryk i s blive kaldt den
Laplacetransformerede of f. Vi skal betegne den Laplacetransformerede of f med
enten f eller L{f} (maske undertiden F ). Nér den Laplacetransformerede af f
eksisterer, er den altsa givet ved

L{f}(s) =T (s) :/m et f (1) dt

0
for alle s > sq.

Bemeseerkning 201 Hwvad en given funktion f matte vere defineret til uden for
intervallet [0, 00 er dbenbart irrelevant ved beregningen af dens Laplacetrans-
formerede. Den uafhaengige variable hedder naesten altid t, idet den ofte i an-
vendelserne star for tiden. Variablen, der bruges til beskrivelse af den Laplace-
transformerede, hedder meget ofte s, men den har - selv ikke i anvendelserne -
nogen fysisk betydning.

Eksempel 202 Lad f vere den konstante funktion med verdien 1, altsd f (t) =
1 for allet > 0. Vi undersgger, om f har en Laplacetransformeret. Vi finder en
stamfunktion H til e S'f (t) = e 5t:

1
H(t) = /e—stf (t)dt = /e_Stdt ==t
s
Dette udtryk H (t) har for s > 0 en grenseverdi fort — oco. Integralet fooo e Stf(t)dt
er derfor konvergent for s > 0, og vi har

L{1}(s) = lim H () — H (0) zé

93
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eller anderledes skrevet
o 1 RO |
L{1}(s) = / e~stdt — {__est} _1
0 S 0 S
for s > 0.

Bemzerkning 203 Man ser tit skrevet L (f), hvor vi prover at skrive L{f} (s).
FEksempelvis skrives ofte L (1) = L.

S

Eksempel 204 Lad f vere givet ved f (t) =t fort > 0. S har vi for s >0
7st 1 7515 1 * —st
L{f}(s) = tdt = | —— t - e tdt
S S Jo
1
= 0+- L{l}( =2

Vi har her brugt, at lim;_,o, te™%¢ = 0 for s > 0.

Bemseerkning 205 Selv om det kan virke forvirrende pa svage sjele, ser man
ofte skrivemdden: L (t) = S% Med en terminologi kendt fra Maple kunne en helt
korrekt skrivemade veere

1

Lt t = —

ftr—rth () =

hvis man da ikke har givet funktionen t — t et navn, som vi faktisk gjorde i
eksemplet ovenfor. Skrivemdden L (f (t)) md ikke fa én til at tro, at L (f (t))
afhaenger af en variabel t. Det gor den ikke. Den afhenger til gengeld af en
variabel s, som slet ikke ses. Laplacekommandoen i Maple har syntaksen laplace(

f(t), t, s);

Eksempel 206 Lad f vere givet ved f (t) = t% for t > 0. S har vi for s > 0

L = [erta=[gere] 2 [Tea
0 S 0

0 S

2 2
SL{t—th(s) ==
0+ 2041y () = 5
Vi har her brugt, at lim,_ .. t?e=%t =0 for s > 0.
Eksempel 207 Lad f veere givet ved f (t) = t3 for t > 0. S har vi for s > 0

L{f}(s) = / estt3dt:[—lestt3] +§/ e st2dt
0 s 0 5 Jo

6
G4

= 0+§L{t—>t2}(s): p

Vi har her brugt, at lim,_ .. t3e=%t =0 for s > 0.
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Man begynder nok at kunne se et generelt resultat. Vi har da ogsa felgende
seetning.

Saetning 208 Forn € Z, ogn > 0 gelder

n!
Sn+1

Lt —t")(s) =

for s > 0. For n = 0 skal man erindre, at 0! = 0 pr. definition. En kort (men
let misforstaet) skrivemade for resultatet er

" n!
L't = o

Bevis. Beviset for denne pastand kan ggres ved induktion, idet vi har

L{t—t""}(s) = / estt"“dt:[——e“t”*l] +i/ e "t dt
0 s 0 s 0
1 1
— 0+ 2 ) =2 Ly ()

S S

antager vi derfor allede for en eller anden veerdi af n vist, at L{t — "} (s) =
Sﬁ%, s& har vi derfor

Lty (o) = "y = D)

hvormed formlen altsa ogsa geelder for det naeste hele tal efter n, altsa n + 1.
Men vi ved, at formlen geelder for n = 0, derfor geelder den altsa ogsa for n =1,
og derfor for n = 2, og derfor for n = 3, osv. m

Eksempel 209 Lad f vere givet ved f(t) = e for t > 0, hvor a er en reel
konstant. Sa har vi for s > a

L{f}(s) = / e*Ste“tdt:/ e (s—atgy
0 0

_ |:_ 1 e—(s—a)t:l _ 1

s—a 0 s—a

P kort form: L {e®} = -2

s—a’

Vi kan hurtigt generalisere dette resultat:

Seetning 210 Lad g vere en given funktion defineret pé [0,00[. Antag, at g
har en Laplacetransformeret g (s) defineret for s > sg. Lad f vere givet ved
() =eg(t) fort >0, hvor a er en reel konstant. Sé har vi for s > a+ sq at
f ogsa har en Laplacetransformeret og denne er givet ved

L{f}(s)=L{g}(s—a)
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Bevis. Beviset er let. For s > a + sg galder

Lif}(s) = /Oooe—steatg(t)dt: /Oooe_(s_“)tg(t)dt
— Lig)(s—a)
| ]

Eksempel 211 Vi vil ved brug af setningen ovenfor finde den Laplacetrans-
formerede af funktionen t — t"e®, ndr n er et helt ikke-negativt tal. Vi har

n!

L{t—t"e™} (s)=L{t—1t"}(s—a) = —(s o

eller pa en kortere form

n!

L{tme) =
{ } (S _ a)n—‘rl

Eksempel 212 Lad f vere funktionen givet ved f (t) = sinwt fort > 0 Her er

w en reel konstant. Vi vil finde den Laplacetransformerede for f. Vi vil udnytte,

atsinwt = Im (ei“t) , samt at L (e™) = ﬁ selv nara € C. Her ma sa forlanges,

at s > Rea. Hermed finder vi for s >0

L{t —sinwt}(s) = L{tﬁlmei“t}(s):ImL{t—>e"“’t}(s)

— Im 1 Cm s+iw \ w
a s—iw/) 24+w?) 24w

Hermed har vi ogsa den Laplacetransformerede af coswt:

L{t —coswt}(s) = L{t—Ree“'}(s)=ReL{t—e“"}(s)

1 S+ iw s
= Re (s—z’w) = Re (52+w2> T2 4 w?

Fgr vi gar videre, lad os bemaerke, at Laplacetransformationen er en lineser
operator. Dette er indholdet i fglgende sesetning.

Saetning 213 Lad f og g begge have en Laplacetransformeret. Lad k vere en
konstant. Sa har f + g og kf en Laplacetransformeret, og der geelder

L{f+g9} = L{f}+L{g}
L{kf} = KL{f}

Bevis. Fglger af, at den Laplacetransformerede er et integral, og for inte-
graler gaelder en sadan pastand. m

Bemaerkning 214 Advarsel: Den Laplacetransformerede af et produkt fg er
ikke produktet af de Laplacetransformerede!
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For hvilke funktioner kan vi pa forhand garantere eksistensen af en Laplace-
transformeret? Herom gaelder en szetning, hvis formulering kraever en definition
forst.

Definition 215 En reel (eller kompleks) funktion defineret pa [0, oo[ kaldes ek-
sponentielt begreenset, hvis der eksisterer tal « € R og M € R4, sa

|f ()] < Me™!
for allet > 0.

Seetning 216 Lad f vere en pd intervallet [0, 00 stykkevist kontinuert funk-
tion. Antag, at f er eksponentielt begreenset. Sa har f en Laplacetransformeret.

Bevis. Vi udnytter sammenligningssaetningen for uegentlige integraler. Denne
blev tidligere formuleret for kontinuerte integrander, men den geelder ogsa for
stykkevist kontinuerte integrander. Vi har, at der findes tal « € R og M € R,
s&

|f ()] < Me™
for alle ¢ > 0. Derfor har vi ogsa, at
|e—stf (t)} < Me—(s—a)t

Men det uegentlige integral
/ Me™(s=tgt
0

er konvergent for s > «. Altsa er ogsa det uegentlige integral

/Oo e S f (t)dt

0

konvergent for s > . &

Bemszerkning 217 Det ses let af beviset ovenfor, at det ikke er ngdvendigt at
krave f eksponentielt begreenset. Det er tilstrekkeligt at antage om f, at det

uegentlige integral
oo
| emirna
0

er konvergent. Vi har jo for s > « og allet > 0, at

e ()] < e f (¢)]

hvorefter sammenligningssetningen som i beviset giver eksistensen af den Laplace-
transformerede af f.
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Eksempel 218 Funktionen f givet ved
1) = —=
f() i

fort > 0 er ikke eksponentielt begreenset efter den definition vi gav, men det
uegentlige integral

[ el [ 2= [T
e t)|dt = e T ——=dt = —=dt
0 0 \/E 0 \/z

er konvergent, hvilket lettest ses ved opdeling

0 e_t 1 e_t 0 e_t
—dt:/ —dt+/ —dt
/0 Vi 0o Vi Ve
Da vi for 0 <t <1 har

et 1

Vi Vi

og da fol %dt er konvergent, er ogsd fl e—jdt konvergent. Da vi fort > 1 har

IN

o

—t
€ _
—— <t

<,

og da [~ e~tdt er konvergent, er ogsd [, e—\;;dt konvergent. Dermed er sd 0gsé

—t
X0 e

0 Wdt konvergent. Vi konkluderer, at den Laplacetransformerede L{f} (s)
eksisterer for s > 3. (Som det let ses, kan dette forbedres til s > 2). Den
Laplacetransformerede kan igvrigt udregnes til | / 5.

Der gzlder fglgende szetning, som vi

7.0.6 Eksistens af den inverse Laplacetransformation

Antag, at vi har udregnet den Laplacetransformerede af en funktion f og ned-
skrevet resultatet f. Senere glemmer vi, hvilken funktion f, det var vi Laplace-
transformerede. Kan vi finde f igen udfra kendskabet til f ? Er der evt. an-
dre funktioner, der har samme Laplacetransformerede som f 7 Et andet men
beslaegtet spargsmal: Givet et udtryk i variablen s. Er dette udtryk den Laplace-
transformerede af en eller anden funktion f ?

Vi skal her kun beskseftige os med det fgrste spgrgsmal, og endda kun med
en del af det: Givet at et udtryk i den variable s faktisk er den Laplacetrans-
formerede af en eller anden funktion. Er denne funktion entydigt bestemt?

For at forsta problemstillingen giver vi to simple eksempler.

Eksempel 219 Funktionen f givet ved f (t) = 4t giver ved integration fra 0 til

1 [ 1= [ =
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Det samme giver funktionen g givet ved g (t) = wsinnt:

1 1
/ g(t)dt = / 7 sin tdt = [— cos ﬂ't](l] =2
0 0

De to vidt forskellige funktioner f og g har samme bestemte integral pé (0, 1].

Eksempel 220 Funktionen f givet ved f (t) = 4t giver ved integration fra O til

x
/f(t)dt:/ 4tdt = 22>
0 0

for alle x € R. Alene udfra kendskabet til, at fox f(t)dt = 222 for allex € R kan
vi bestemme f, dog med det forbehold, at vi kun s@ger en kontinuert funktion f.
Er f nemlig kontinuert, sd er funktionen F (x) = foz f (t) dt differentiabel med
differentialkvotient givet ved F' (z) = f (x). Men da ogsa F (x) = 222, har vi
altsé, at f () = F' (x) = 4z for alle x € R. Hermed er f rekonstrueret udfra
F under forudsetning af, at f var kontinuert. Uden denne forudsetning er der
uendeligt mange funktioner f, der opfylder foxf (t)dt = 222 for alle x € R,
nemlig f.eks. de funktioner, der kun afviger fra det kontinuerte f i endeligt
mange punkter.

Seetning 221 Lad f og g vere stykkevist kontinuerte funktioner pa [0, 00, og
lad begge veere eksponentielt begreensede. Sa geelder, at hvis der eksisterer et tal
s0, s& L{f}(s) = L{g}(s) for alle s > sg, sd afviger f og g hajst fra hinanden
i deres springpunkter.

Bevis. Beviset er desvaerre ret indviklet. Vi springer det over. m

Definition 222 Den inverse Laplacetransformation L™' defineres pi maeng-
den af Laplacetransformerede stykkevist kontinuerte og eksponentielt begreensede
funktioner pa folgende made. Hvis h = L{f}, sd defineres L~ {h} til f. Altsa

L7k} = f = h=L{f}

Vi ma sa leve med, at der kan blive diskussion om verdien af f i evt. spring-
punkter.

Eksempel 223 Da L {t — sin (wt)} (s) = =< har vi, at L™ {%} (t) =
sin (wt). Enhver tabel over Laplacetransformerede kan ogsd bruges som tabel over
inverse Laplacetransformerede. Men ligesom en Engelsk-Dansk ordbog ikke er
seerlig egnet som Dansk-Engelsk ordbog, er det at foretreekke at have en separat
tabel over inverse Laplacetransformerede. I vore dage er det dog meget lettere at
bruge et computerprogram som f.eks. Maple.
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7.0.7 Differentiationsreglen

Laplacetransformationens eksistensberettigelse skyldes primeert den folgende
seetning.

Seetning 224 Lad pd intervallet [0, co| funktionen f vere kontinuert og differ-
entiabel pé ner evt. i endeligt mange punkter. Antag, at [’ er stykkevist kon-
tinuert, og at f er eksponentielt begrenset, dvs. |f (t)] < Me®*. Si geelder for
s> a, at

L{f'}(s)=sL{f}(s)— f(0)
eller anderledes skrevet

L{f'}(s)=sf(s) = £(0)

Hvis f er en pd intervallet [0, 00| differentiabel funktion for hvilken f' er
kontinuert og differentiabel pa ner evt. i endeligt mange punkter og eksponentielt
begreenset, sa geelder, at

L{f"}(s) = s*L{f}(s) = s (0) — f'(0)

Bevis. Vi bemeerker forst, at formlen for delvis integration

b b
/g(t)f’(t)dt=[g(t)f(t)]z—/ g (&) f(t)dt

gaelder, nar blot f og g er kontinuerte og differentiable p& nzer evt. i endeligt
mange punkter, og nir f’ og g’ er stykkevist kontinuerte. Lad T > 0. Vi har
ved delvis integration

T —st p/t —st T T —st
/Oe fryde = e f(t)]o—/o —se St f () dt

T
— e TE(T) — £ (0) + s/ o f (f) d
0
Vi bruger nu, at der for alle t > 0 gaelder
}G_Stf (t)| < e—stMeat _ Me—(s—a)t

saledes, at limp_o. e *Tf(T) = 0, nar s > . Endvidere ved vi, at f har en
Laplacetransformeret, saledes at

/0 e () dt — L{f}(s) = F (5)

Hermed folger, at fOT et f' (t) dt har en greenseveerdi for T' — oo, dvs. at L{f’}
eksisterer, og at

T T

L{f'}(s) = lim e~Stf (t)dt = lim e *Tf(T) — £(0) + s lim e S f (t)dt
T—o0 0 T—o0 T—oco 0

= 0—f(0)+sf(s)
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Saetningens anden del fas ved gentagen anvendelse af den fgrste, idet vi dog ferst
bemsaerker, at f’ eksponentielt begraenset medferer, at f ogsd er eksponentielt
begrzenset. Herefter kan fegrste del anvendes to gange saledes:

L{F'Hs) = L{() } ) = sLAF} ) = 1(0) = s (SL{fH(s) = £ (0) = £ (0)
= SL{fHE) —5f (0) = £ (0)
]

Eksempel 225 Da % sinwt = w coswt har vi med kort skrivemade

wL{coswt} = L{wcoswt}:L{ditsinwt}

. . w
= sL{sinwt} —sin (w0) = ST
hvilket stemmer fint overens med, at vi tidligere fandt L {coswt} = o
Eksempel 226 Vi vil lgse differentialligningen

y —y =sint

med begyndelsesverdibetingelsen y (0) = 1. Idet vi forventer, at losningen har en
Laplacetransformeret, Laplacetransformerer vi begge sider af differentiallignin-
gen og far

L{y'} — L{y} = L{sint}

altsa har vi for s tilstrekkeligt stor

1
7 (s) —y(0)=7(s) = 57
Heraf finder vi
_ _ 1
(s=1D7(s) 1+$2+1
Altsa fas
7(s) = 1 n 1
Y os—1 (s2+1)(s—1)
1 1 1s+4+1

s—1 26-1) 2241
3.1 1 s 11
2s—1 2s2+1 2s2+1

Hermed finder vi ved tilbagetransformation

3 1 1 s 1 1
t) = L 1{—— 1 -1 —-L!
y(®) 2 {5—1} 2 {52+1} 2 {52+1}
1
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Eksempel 227 Vi vil undersgge lgsningen af en lineer differentialligning med
konstante koefficienter ved Laplacetransformation. Betragt derfor differential-
ligningen

ay” +by' +cy =q(t)

hvor a,b og c er reelle konstanter, og hvor q er en funktion defineret pd [0, 0o],
som har en Laplacetransformeret. Ved Laplacetransformation fas

a(s°g(s) — sy (0) =y (0)) +b(s7 (s) =y (0)) +cF(s) =7 (s)
Efter omordning fas
(as” + bs +¢) 5 () = (as + )y (0) + ay' (0) +7(s)

Koefficienten tily (s) genkender vi som karakterpolynomiet for differentiallignin-
gen. Videre fas

(as +b)y (0) +ay’ (0) q(s)
as?2+bs+c as2 +bs+c

y(s) =

Salenge begyndelsesverdierne y (0) og y' (0) ikke er givne, kan disse opfattes
som arbitrere konstanter. Ved tilbagetransformation vil

o {les ) ey )

as2 +bs+c

repraesentere den fuldstendige losning til den homogene ligning og

L—l q (S)
as? +bs+c
en partikuler lgsning til den inhomogene ligning. Betragt som konkret eksempel
differentialligningen
y’' +y =sint

Her finder vi ved Laplacetransformation som ovenfor, at
WOty ), 1

s2+1 (s2+1)

y(s) =

Ved tilbagetransformation fas

’ : - 1
y(t) = y(0)cost+y (0)sint+ L I{W}

1 1
= y(0)cost+y' (0)sint + 3 sint — Stcost

Saetning 228 Lad f vere stykkevist kontinuert og eksponentielt begreenset pa
[0, 00[. Sd geelder, at

Lt =1/ (0} () = —L{} (3
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Bevis. Med |f (t) < Me®*| har vi, at

L{f}(s) = /0 Temtp ) at

er en differentiabel funktion af s, nar s > a. Desuden opnas differentialkvotien-
ten ved blot at differentiere under integraltegnet. Hermed fas

d d [~ _, B
T = [ errma= |

0

* d —st

_ / T et (8 dt = —L{t — tf (£)} (s)
| |

Eksempel 229 Vi har med brug af kort form, at

d d s s2—1
L{tcost} = —EL{cost} =- <32+ 1) = 2 1 1)

Da vi ogsd har, at
1 5741
s2+1 (s241)?

L{sint} =

finder vi altsa, at
2
(s2 +1)°

Bemerk, at vi brugte dette resultat i eksemplet ovenfor.

L{sint —tcost} =

Eksempel 230 Vi kan genfinde resultatet L {t"} = % for n hel og ikke neg-
ativ ved brug af setningen ovenfor pd folgende made. Vi gar udfra L{1} = s~ 1.
Herefter finder vi

L{t} = L{t-1}:—d%L{1}=—d%(s—1):s—2
L{P} = Dt = —nfth =k (%) =257
L{PY = L{t-f} = L{P} =~ (257%) = 315~

og sa fremdeles.

7.0.8 Heavisides funktion. Forsinkelsesreglen.

Definition 231 Heavisides funktion u er funktionen

|1 for t>0
“(t)_{o for t<0
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Bemserkning 232 Vi har defineret u (0) = 1. Hvilken verdi u (0) tillegges er
normalt ganske winteressant. Vi vil derfor normalt ikke tage sd tungt pa, hvad
veerdien er i 0. I Maple er Heaviside(0) udefineret.

Nytten af denne simple funktion ligger i, at enhver Tuborg-funktion kan
udtrykkes uden brug af Tuborgklammer, nar man tillader brugen af Heavisides
funktion. Idéen kommer tydeligt frem i et eksempel.

Eksempel 233 Der er givet funktionen f ved forskriften

3 for t<0

2 for 0<t<1
7= for 0=

1 for 1<t<nm

sint  for t>m

Bemerk, at funktionsudtrykkene til hgjre er ordnet i kronologisk rekkefalge. Vi
begynder nu med at konstatere, at

ft)=+¢
fort < 0. Derfor gelder stadigvek, at
f () =13+ u(t) (hvadsomhel st)

for t < 0. Vi har jo nemlig, at u(t) (hvadsomhelst) = 0 for t < 0. Dernest
skriver vi

f@) =t +u(t)(—t*+1%) + u(t — 1) (hvadsomhelst)

der geelder for alle t < 1. Vi har jo, at uw(t) =1 fort >0 ogu(t —1) =0 for
t < 1. Neste skridt:

F) =8 +u®) (- + t2) +u(t—1) (—t2 +1) +u(t — 7) (hvadsomhelst)
der geelder for alle t < w. Til sidst finder vi
FO) = +u) (~+ ) +u(t—1) (~2+1) +u(t — ) (-1 +sint)
der geelder for allet € R.

Definition 234 Lad f vere en funktion defineret pd [0, 00 og lad a > 0. For
at have en kort og bekvem skrivemdade for mellemresultater setter vi

[f (t)]forsmkeé o =ult—a)f(t—a)

Saetning 235 Lad f vere en funktion, der har en Laplacetransformeret. Lad
a > 0. Sa gelder, at

L{UF Ol jorainrer o }(5) = L{u(t—a) f(t=a)} () = “L{f}(s)
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der ogsa kan udtrykkes siledes
Lit mu(t—a) f)}(s) = L{t = f(t+a)}(s)

Den inverse form af den forste version ser sdledes ud, nar F er en funktion,
som har en invers Laplacetransformeret

Lil {eiasF (S)} (t) = [Lil {F} (t)]forsi,nket a
Bevis. Vi har
Liu(t—a)f(t—a)}(s) — /Oooe_Stu(t—a)f(t—a)dt
/OO e f(t—a)dt =e"" /OO e=s(t=a)f (t—a)dt

a

= e * / e *Tf(r)dr =e *L{f}(s)
0
idet vi har brugt substitutionen 7 =t —a. =

Eksempel 236 Vi vil finde den Laplacetransformerede af Tuborgfunktionen fra
eksemplet ovenfor. Vi fandt, at

FO = +u)(—*+8) +ut—1) (=2 +1) +u(t—7)(~1+sint)

for allet € R. Nu er det jo ved Laplacetransformation kun t > 0, der er af
interesse. Sa vi kan skrive

fA)=t*+u(t—1) (- +1)+u(t—m)(-1+sint)
geeldende for t > 0. Ved Laplacetransformation fas nu
f(s) = L{P}+L{u(t—1)(—t*+1)} + L{u(t — ) (—1 +sint)}
= S%+e*SL{—(t+ 1%+ 1} +e ™L{-1+sin(t+m)}
= 333 +e *L{—t? =2t} +e ™L{-1—sint}
2 e[ 2 2 _ 1 1
= a-¢ S(s_3+s_2) —e ™ (;—FSQ—H>
Eksempel 237 Vi vil for t > 0 lose differentialligningen
v +2y=q(t)

hvor
4 for t<3

q(t):{ 0 for t>3
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og hvor begyndelsesbetingelsen er y (0) = 0. Vi omskriver forst q v.hj.a. Heavi-
sides funktion. Vi finder

q(t) =4t +u(t—3) (—4t+0) = 4t — u (¢t — 3) 4t

Ved Laplacetransformation findes

— 4 _3s 4 _as (4 12
q(s):?—e L{4(t+3)}:$—2—e (§+?>
og differentialligningen giver
sy (s) —y(0) +2y (s) =7 (s)
Heraf fis, da y(0) =0, at

o - A6 Aot (G
Tos+2 s+ 2

Y

4 L 4 12
2 (s+2) —e <52(5+2) +s(s+2)>

Ved tilbagetransformationen kan vi udnytte, at

2 6 6
s(s+2) s s+2

4 2 1 1
_ = = T4
s2(s+2) 2 s s+2

saledes at

12 6 6
-1) 1l _ -1J9 g2t
b B e RLE

4 2 1 1
-1 _ 1) e 1 o —2¢
L {52(s+2)} L {52 s+s+2} A-lte

Hermed har vi

y(t) = 2t—1+e > —[2t—1+e*+6—6e ]

forsinket 3
= 2%—1+e2—u(t—3) (2 (t—3)—1+e 263 46— 66*2“*3))
= 2t —14+e? —u(t—3) (21& —1- 56*2“*3))

Lgsningen til differentialligningen er altsd skrevet pa Tuborgfacon

B 2t —1+e 2 for t<3
Y (t) - e—2t + 56_2(t_3) fO’I" t>3

Her folger et plot af lgsningen
A—14+e 2  if t<3
e 2 4 5e2(t3)  4f t>3
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Skulle differentialligningen lgses pa den sedvanlige made uden brug af Laplace-
transformation, kunne man gore som folger. Ligningen er lineer. Panserformlen
giver (ndr vi bruger den version, der bruger bestemte integraler)

t t
y(t) = e 2t / eQTq (r)dr + yge_Qt =2 / eQTq (1) dr
0 0

Vi betragter nu forst t < 3. Sa fas

t t

y(t) = e_Qt/ eQTq (r)dr = e_Qt/ e drdr
0 0

= 2 (2€2tt —e?t 4 1) =% —1+e 2

Fort > 3 fas
t 3 t
y(t) = e*Qt/ e*q(r)dr = 67275/ e*Tardr + 67275/ e*0dr
0 0 3
3
= e_Qt/ 2T drdr = 72 (566 + 1)
0
Vi har altsa (heldigvis) fundet samme resultat som ved Laplacetransformation.

7.0.9 Diracs deltafunktion

Betragt en omrgrt tank med gennemstrgmning. Tankens rumfang er V. Strgmn-
ingshastigheden er F' (volumen/tid). Vi holder regnskab med koncentrationen
at et stof A. Stoffet omdannes ikke pa nogen méade i tanken. Den indkommende
koncentration af stof A er til tiden ¢ givet ved ¢ (t), hvor ¢ er en kendt stykkevist
konrtinuert (og eksponentielt begraenset) funktion. Koncentrationen af stof A
til tiden ¢ er y (t). Begyndelseskoncentrationen er yg. Differentialligningen for
massebalancen far nu formen

d

o (Vy(®) =Fq(t) - Fy(t)
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Denne ligning kan Igses v.hj.a. enten Panserformlen eller Laplacetransformation.
Nu sker der imidlertid fglgende:
Til tiden t = a, hvor a > 0, smides m kg A i tanken. Dette taenkes at foregé
meget hurtigt, og omrgringen forudsaettes at veere meget effektiv. Ideelt set
foregér tilseetningen momentant, og ma derfor have den virkning, at koncentra-
tionen af stof A i tanken pludseligt sendrer sig med sterrelsen {7. I den ideelle
situation, hvor tilssetningen ikke tager nogen tid, har koncentrationen y (t) altsa
en springdiskontinuitet i punktet ¢ = a. For t < a geelder differentialligningen
for massebalancen stadigveek. Det ggr den imidlertid ogsa for ¢ > a. For t = a
giver den slet ingen mening, idet y (t) ikke engang er kontinuert for ¢ = a, og
derfor selviglgelig heller ikke diffferentiabel.
En made at at lgse dette nye problem pa, er fglgende:

1. Lgs differentialligningen for ¢ € [0,a[ v.hj.a. Panserformlen og brug af
begyndelsesveerdien y (0) = yo. Bestem greenseveerdien y1 = limeyq y (2).
Dette gores i realiteten ved blot at indsaette t = a i den for t € [0,qaf
fundne lgsning.

2. Lgs differentialligningen for ¢ € [a, 0o v.hj.a. Panserformlen og brug af
begyndelsesveaerdien y (a) = y1 + § = limyq y () + -

Den beskrevne metode er overkommelig i det simple tilfselde, som vi her
betragter. En anden metode, der udnytter Laplacetransformationen, har den
fordel, at den i mere komplicerede sammenhzenge er betydeligt lettere at bruge.
Vi beskriver nu denne metode.

Vi vil forst forestille os, at tilssetningen af stof A sker over et lille tidsrum
omkring tidspunktet a, lad os sige [a —€,a + €], hvor 0 < & < a. Vi forestiller
o0s, at den pr. tidsenhed tilfgrte stofmeengde A er givet ved mo. (t — a), hvor
funktionen 0. er en (stykkevist kontinuert) funktion, som er ikke-negativ, lig
nul udenfor intervallet [—e, ] og opfylder

/_ng(t)dt:/_iée(t)dtzl

Herved opnés, at den totalt tilferte masse af stof A er
o a+e €
/ m55(t—a)dt:/ mo. (t —a)dt = mo. (T)dr =m
0 a—e —e

Differentialligningen for massebalancen bliver nu

d

E (Vye (t)) = Fq (t) - Fys (t) +m66 (t - a‘)

Vi er naturligvis ikke i praksis i stand til at givet forlgbet af funktionen J..
Den faktiske situation i det beskrevne tilfeelde er jo, at der i et kort tidsrum
omkring ¢ = a overhovedet ikke er nogen veldefineret koncentration i tanken, i
hvertfald ikke en koncentration, der er uatheengig af positionen i tanken. Brugen
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af funktionen §. er altsa en fiktion, ligesa vel som det er fiktion at tro, at tilsaet-
ningen kan foregd momentant. Vi forfelger dog tankegangen. Vi vil undersgge,
hvad der sker, hvis vi lgser differentialligningen ved Laplacetransformation og
derefter lader ¢ — 0. Fgrst ma vi derfor undersgge den Laplacetransformerede
af 0. (t — a), specielt hvad angar graenseveerdien for ¢ — 0, hvis den da ellers
eksisterer. Vi finder

o0 a+e
L{0.(t—a)} (s) = /0 =5, (t — a) dt = / (- o

Vi vil vise, at greenseveerdien for e — 0 for dette udtryk er e=**. Beviset forlgber
séledes, nar vi forudsaetter, at s > 0:

a+te
|L{6:(t—a)}(s) —e*‘”} = / e 56, (t —a)dt — e
;+5 a+te
= / e 56, (t —a)dt — / e . (t—a) dt'
;+5 -

IN

a+te
/ e=as |e=3=0) 15, (¢ — a) dt

—E&

g

e*as/ |e*” - 1| 0c (T)dr < e %% (e*° — 1)/ 0c (1) dr

—E& —&

— oS (ees _ 1) < eSS — 1

Vi kan altsa til ethvert s > 0 ggre forskellen L (6. (t — a)) — e *° sa lille nu-
merisk set, som vi vil, ved blot at ggre ¢ lille. Vi har altsd opnéet det be-
meerkelsesvaerdige resultat, at selv om graenseveerdien lime g de (¢ — a) ikke eksis-
terer i nogen seedvanlig forstand, sa eksisterer dog greenseveerdien lim, o L (¢ (t — a))
og er lig med e™%%.

Vi finder ved Laplacetransformation, at

Vsyz (s) — Vyg = Fq(s) — Fyz (s) + mL (8. (t — a))

Heraf finder vi
72 (s) = Vo + Fq(s) + mL (6. (t — a))
Ye Vst F

Vi ser, at hgjresiden har geenseveerdien

Vyo + Fq(s) + me**
Vs+ F
for ¢ — 0. Som naevnt tidligere har det ideelle problem en lgsning, der kan opnés

ved brug af Panserformlen. Det er ikke urimeligt at formode, at denne lgsning
netop har Laplacetransformeret 3 (s) givet ved det fundne udtryk, altsa

_ Vyo+ Fq(s) +me
N Vs+ F

7 (s)
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Formodningen viser sig at holde i det konkrete tilfselde. Den foreslaede metode
er nu som fglger. Den momentane tilfgrsel af stof til tiden ¢t = a repraesenteres i
massebalancen ved et tilfgrselsled mé (t — a),

4

S (Vy(®) = Fa(t) = Fy (1) + m5 (¢ — a)

hvor § er Diracs deltafunktion, som egentlig ikke eksisterer som en funktion i
seedvanlig forstand, idet den skulle veere greenseveerdien lim, ¢ d. (£), som er nul
for t # 0 og oo for t = 0. Hvis denne stoftilfgrsel skal bringe en masse pa m til
tanken skal ikke desto mindre

/ mo (t —a)dt =m
0

/Oood(t—a)dtzl

for a > 0. Behandler man imidlertid deltafunktionen ¢ (¢t — a) som et (omend
suspekt) udtryk, der har den Laplacetransformerede e~ %%, s giver Laplacetrans-
formation af massebalancen med efterfglgende inversion det samme resultat som
fas ved den noget mere omsteendelige metode, der fgrst blev naevnt.

altsé,

Bemaerkning 238 Efter P.A.M. Diracs brug af deltafunktionen i sin bog om
kvantemekanik fra 1930 blev den og andre sidanne generaliserede funktioner
gjort til genstand for omfattende studier og til skabelsen af et helt nyt omrdde
indenfor matematikken (distributionsteorien), forst og fremmest af franskman-
den Laurent Schwartz (Théorie des distributions, 1950-51).

Eksempel 239 Vi betragter en konkret version af det ovenfor beskrevne tankprob-
lem. Betragt altsd en omrort tank med gennemstrommning. Tankens rumfang er
3m3. Stromningshastigheden er %m3 /h. Vi holder regnskab med koncentrationen
at et stof A. Stoffet omdannes ikke pd nogen mdde i tanken. Den indkommende
koncentration af stof A er til tiden t givet i kg/m?> ved q(t), hvor q er tuborg-
funktionen
4 for t<2
q(t)—{ 0 for t>2

Til tiden t = 5, smides 3 kg A i tanken. Dette tenkes at forega meget hurtigt,
og omroringen forudsettes at vere meget effektiv. Koncentrationen af stof A
til tiden t ery (t). Begyndelseskoncentrationen er 1kg/m?>. Differentialligningen
for massebalancen far nu formen

d 1 1

— t) ==q(t) — =yt o (t—

= (3y () = 54(t) — 5v (1) + 35t —5)
Denne ligning lgser vi ved Laplacetransformation. Vi far

357 () — 3y (0) = 57 () — 57 (5) + 3™
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Day (0) =1 fas
3+ %q (s) + 3e=5°
N 3s + %

7 (s)

For vi gar videre, ma vi beregne q (s). Vi finder, at q (t) = 4—4u (t — 2), hvorfor

vi har G (s) = % — e 2*2. Hermed har vi

344 (o) 3
35—&—%
3437  2(1—e)
3s+ 3 N 5(354—%)
oo 30
stg  s(stg)

y(s) =

Den sidste omskrivning blev gjort for at lette opslaget i den bl bogs tabel over
Laplacetransformerede. Vi finder nu

Jorsinket 2

(
4—3e st for t<2

_ e Tt (46% — 3) for 2<t<5b
e~ 7t (46% —3+e%) for t>9
4—3e st if  t<2

15

05
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7.0.10 Differentialligninger med forsinkelse

I de differentialligninger vi har mgdt i dette kursus savel som i tidligere kurser
forekom veerdier af den ubekendte funktion og dens afledede kun taget til samme
tidspunkt overalt i ligningen, eksempelvis betyder ligningen 3’ 4+ 3y = sint, at
bade y og 3’ evalueres til samme tidspunkt ¢. Lidt mere udfgrligt kan differ-
entialligningen jo ogsd skrives v (¢t) + 3y (t) = sint. I mange anvendelser kan
den ubekendte funktion imidlertid optraede evalueret til forskellige tidspunkter
i den differentialligning, der styrer tidsudviklingen. Vi giver forst et (ved farste
gjekast tilsyneladende) simpelt eksempel pa en sddan differentialligning.

Eksempel 240 Betragt differentialligningen
y'(t)=ay(t—T)

hvor T > 0 og a > 0. I denne differentialligning kunne y (t) betegne et antal
individer til tiden t. Den opstillede matematiske model for tilveksten pr. tidsen-
hed til tiden t siger altsd, at denne er proportional med det antal individer der
fandtes til tiden t — T (tenk blot pd, at det for et menneske tager 9 maneder
fra undfangelse til fodsel). For at kunne bestemme y (t) for al fremtid md man
kende antal individer i tidsintervallet [—T,0]. Lad os altsé forestille os differen-
tialligningen er givet med begyndelsesbetingelsen

y(@)=¢(@), tc[-T,0]

hvor ¢ er en stykkevist kontinuert funktion. Vi skal lgse dette begyndelsesvardiprob-
lem ved Laplacetransformation nedenfor, men viser forst, hvordan det kan lgses
uden.

1. Trinvis lgsning. Ved integration af differentialligningen fra O til t fas,
nar0 <t <T

y(t)—y(O):/O ay(T—T)dT:/O ap (T —T)dr

dvs. at for 0 <t < T har vi lgsningen y (t) = y1 (t), hvor yy er givet ved

y1<t>=y<o>+/0 ag (v — T) dr

For T <t < 2T kan vi paé samme mdade finde y (t) = yo (t) med yo givet

ved
t

ya (t) =1 (T)+/Tay1 (r="T)dr

For 2T <t < 3T finder vi y (t) = ys3 (t) med y3 givet ved

t

y3 (t) = y2 (2T) + /H ays (1 —T)dr
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Vi kan abenbart fortsette pa denne made og far altsa lgsningen bestemt
som en tuborgfunktion med uendeligt mange dele. Det er ikke svert at
programmere dette (f.eks. i Maple), si logsningen kan bestemmes til et
vilkarligt tidspunkt.

. Lgsning ved Laplacetransformation. Vi finder

sy(s) —y(0) = a/ ey (t—T)dt = ae_ST/ ey (t —T)dt
0 0

oo 0 oo
o —sT —sT o —sT —SsT —sT
= ae /7Te y(1)dr = ae (/Te QS(T)dT—l—/O e y(T)dT)

0
= ae*ST/ e T (1) dT—Q—ae*STg(s)
T

hvoraf fas

y (0) + ae—*T fET e ST (1)dr
s —aesT

y(s) =

Med et konkret og konstant ¢ givet ved ¢ (t) =1 for =T <t <0 fas, idet
y(0)=¢(0)=1, at

1 a
s s(s—aeT)

Tilbagetransformation af dette udtryk lader sig gore ved omskrivning af
hgjreside til en uendelig reekke, idet man udnytter, at

Gy = L@ 1l as~ga gy
y(s) = s+52(1—%6_ST)_8+522<86 )
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Tilbagetransformation led for led giver

o an—i—l ntl
y(t) = 1+n§m(t—ncp) w(t —nT)
- Z%(t—(n—l)T)nu(t—(n—l)T)
n=0 "
a? 2 a? 3
= 1—|—atu(t)+?(t—T) u(t—T)—i—g(t—ZT) w(t—2T)+...
1 for t<0
1+ at for 0<t<T
_ 1+at + 1a® (t - T)° for T <t<2T
3

14 at+3a(t —T) + La® (t —2T)°  for 2T <t <3T

Vi har altsd med en del arbejde opnaet den uendelige tuborgfunktion, som
omtaltes under punkt 1. Nu md man nok sige, at den forste metode var den
simpleste. Resultatet er jo meget kompliceret, sa et naturligt spgrgsmdl er,
om ikke det komplicerede resultat kan erstattes af et simplere, nar blot man
accepterer en vis fejl. Betragter man et plot of den eksakte lgsning, eller
tenker man pa den lgsning, der svarer til T = 0, far man den tanke, om
ikke lgsningen kan approksimeres godt ved en eksponentialfunktion. Svaret
er jo! Der gelder nemlig, at
y(t) — ket —0

for t — o0, hvor w = Mﬂl og k = m Er eksempelvis
a=T =1, fas w = LambertW (1) = 0.5671432904 og k = 1.125119091.
En tegning af grafen for forskellen mellem y (t) og ke™' wviser, at denne
forskel meget hurtigt bliver meget lille. En antydning af, hvor denne ekspo-
nentialfunktion kommer fra, fas ved at betragte lgsningens Laplacetrans-
formerede, der efter omskrivning, ser sdledes ud

1— esT esT

+
s s —aesT

Specielt interessante er singulariteterne (polerne) for denne funktion. FPunk-
tionen har faktisk ingen singularitet i 0. Det forste led har nemlig gren-
severdien =T for s — 0. Men 3 (s) har singulariteter i de punkter i den
komplekse s-plan, hvor

g(s)=s—ae*T =0

Ligningen har netop én reel rod (men uendeligt mange komplekse). Den
reelle rod findes ved at omforme ligningen til

sTe’T = aT
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Men LambertW (z) er netop den reelle lpsning w til we™ = x. Derfor fis,
at den reelle singularitet er givet ved sT = LambertW (aT'), hvoraf fés

_ LambertW (aT)
N T

S =w

Vi fratrekker nu et led af formen ﬁ fray (s) for at opnd, at den reelle
singularitet forsvinder. Dette krever, at

1— €ST esT ]{1
lim + T =
s—w S s —ae’ s —w

eksisterer. Vi finder derved, at k =

m. Den inverse Laplacetrans-
formerede til ﬁ, altsd ke™ er nu “hovedbidraget” til y (t). De andre
bidrag kan vises, at ga mod nul for t — co. En god erstatning for en uen-
delig stor tuborgfunktion er, at bruge tuborgudtrykket for 0 <t < nT for
en lille verdi af n og derefter bruge ke™* (n = 3 giver en maksimal fejl pd

1073).

Eksempel 241 Betragt et lukket system bestiende af en omrort tank med vol-
umen V. I tanken befinder sig en oplgsning af et stof A. Stoffets koncentration
i tanken til tiden t kaldes x (t). Fra tanken pumpes vesken gennem et langt ror
tilbage i tanken. Strommningshastigheden er F. Opholdstiden i roret er T. Huvis
ikke stoffet influeres af noget undervejs i rgret eller undergar henfald heri, wvil
koncentrationen af stoffet ved ankomsten til tanken vere den samme, som da
det forlod tanken. Hvis klokken nu er t, var klokken dengang t — T og koncen-
trationen derfor x (t — T). Dette gelder dog ikke i tidsintervallet [0,T), idet vi
da far det oprindelige indhold af roret ud i tanken. Dette oprindelige indhold
antages at veere rent oplgsningsmiddel. Vi antager, at koncentrationen i tanken
selv er 1 til tiden 0, altsd x (0) = 1. For at gore problemet lidt mere spendende
forestiller vi os, at turen rundt i rorvet far koncentrationen til at stige med en
faktor k, sdledes at koncentrationen ved ankomsten til tanken kl. t er kx (t — T).
Vi tillader k > 0, altsd bade k < 1,k =1 og k > 1. Den indkommende strom
har koncentrationen
0 for t<T
{ kx(t—T) for t>T

Dette udtryk kan skrives som kx (t — T)u (t —T). Massebalance giver nu differ-
entialligningen

d

7 (Vx(t) = —Fa(t)+ Fkx (t - T)u(t —T)

der ved indfgrelse af a = % kan skrives

T(t)=—ax(t)+karx(t—T)u(t—1T)
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1. Trinvis lgsning. Vi bruger panserformlen i sin bestemte form. Er differ-
entialligningen ' (t) + p (t) x (t) = q (t) med begyndelsesverdien x (ty) =
Zg, Sa er lgsningen

t
x(t) =e PO / ePMq (1) dr + zge™ M

to
hvor P (t ft T)dr. Anvendt pa differentialligningen

() +ax(t)=kax(t—T)u(t—T)

med q (t) = kax (t T)u (t—T) og med to = nT fés, idet p(t) = a, sd
Pt)=a(t—nT), a
t
z(t) = e—a(t=nT) / e T=1T) Ly oe (1—T)u(r —T)dr +z(nT) o—alt—nT)
nT

¢
e / ekax (1 — T)u(t — T)dr + x (nT) e~ 2T
nT

Heraf ses, at lgsningen kan bestemmes trinvist, ganske som i eksemplet
ovenfor. Setter viy (t) = e™x (t) finder vi

t

y(t):y(nT)+kae“T/Ty(T—T)u(T—T)dT

Med n =0 finder viy(0) =z (0) =1, sd for0 <t <T fas

y(t):y(0)+kae“T/0 y(r—Tu(r—T)dr =1

Heraf folger, at x (t) = e . Dernest fas (medn =1) for T <t < 2T, at

t

y(T) + kae"T/T y(r—=T)dr

1+ kae®t (t —T)

y(t)

Heraf folger, at
z(t) =e " (1+ kae"" (t —T))
Neste skridt giver for 2T <t < 3T
t

y (27) —|—kae"T/ y(r="T)dr
27

y(t)

1+ kae®TT + kae“T/ (1+ kae®™ (1 — 2T)) dr
27

1+ kae®™ (t —T) +

1 oT 2
3 (kae™™ (t —2T))
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hvoraf fas

1
z(t)=e (1 + kae (t —T) + 5 (kae™™ (t — 2T))2)
Man kan nu nok gette det naste resultat.

. Lgsning ved Laplacetransformation. Vi finder ved Laplacetransfor-
mation of & (t) = —ax (t) + kax (t — T)u(t —T)

sT(s) — 2 (0) = —aZ (s) + kae *1T (s)
hvoraf fas, da x(0) =1, at

1
s+a—kaesT

z(s) =

Dette udtryk kan omskrives til

1
T(s) = —
(s+a) (1 - ’WT)
- 1 o (kaesT>n _ o krare—snT
S+a7;) s+a nz:;](s—ﬂz)n'H
der ved ledvis tilbagetransformation giver
- k"a" n —a(t—nT)
xz(t) = Z} p (t—nT)"e u(t —nT)
0 for t<0
et for 0<t<T
_ e~ 4 ka (t —T)e (=T for T <t<2T

et ka(t—T)e T 4 1 (ka(t—207))° e ®t=2T)  for 2T <t < 3T

Dette er samme resultat, som vi fandt ved den trinvise lgsningsmetode. En
erstatning for denne uendelige tuborgfunktion kan fis ved (som i eksem-
plet ovenfor) at erstatte T (s) med det udtryk af formen S_bw, der gor at
forskellen

SR 1 b

s—w s+a—kae T s—w

1
s+a—kae—sT

har singulariteter hvor nevneren g(s) = s + a — kae er nul. Dette
udtryk har uendeligt mange nulpunkter i den komplekse plan. Kun ét af
disse nulpunkter er reelt. Det nulpunkt er

ikke har nogen singularitet (pol) pd den reelle akse. Udtrykket
—sT

w=—a-+ %LambertW (kaTeat)
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De andre nulpunkter har realdele, der er mindre end w. Verdien af kon-
g,(lw) = 1+T(1w+a)' Hermed kan vi sa erstatte x (t) med
be®t, nar t ikke er alt for lille. For sma verdier af t kan tuborgudtrykket

bruges.

stanten b er b =

7.0.11 Ovrige egenskaber ved Laplacetransformationen

Foruden de allerede nsevnte ssetninger om Laplacetransformationen (Linearitet-
sreglen, Daempningsreglen, Differentiationsreglen, Forsinkelsesreglen, Reglen om
multiplikation med ¢™) geelder der ogsa folgende szetninger.

Szetning 242 Slutveerdireglen. Antag, at f er stykkevist kontinuert pa [0, ool
og, at den Laplacetransformerede f (s) eksisterer for alle s > 0. S gelder, at
hvis f (t) — A fort — oo, sd gelder ogsd, at

sf(s) — A
for s | 0. Dette gelder uanset, om A er et tal eller A = +o0.

Bevis. Vi antager forst, at A er et tal. Da f er stykkevist kontinuert og har
en greensevaerdi, ma f veere begraenset. Altsé findes der et tal M, sa |f (¢)| < M
for alle £ > 0. Vi udnytter desuden, at

A= As/ e Stdt
0

s/ e_StAdt—s/ e S f (t)dt‘
0 0

s/oooeS%A—f(t))dt‘ <s [ e sl

Hermed har vi

A=sF ()] =

Lad nu € > 0 veere vilkirligt givet. Vi skal bestemme 6 > 0,54 0 < s < ¢
medfgrer, at |A — sf (s)| < e. Bestem forst T > 0, s& [A — f (t)| < 4e for alle
t > T. Hermed har vi

A-sF(s)| < s/ e~ A — f (1)) dt
0
T 0o
= s/ e st |A—f(t)\dt—|—s/ e SHA— f(t)|dt
0 T
T oo 1
< s/ et |A—f(t)\dt—|—s/ e S =edt
0 T 2
T 1 T 1
= s/ e A - f(t)|dt + zee T §s/ e *L2Mdt + ~¢
0 2 0 2

= 2M (1—e" ")+ %a
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Veelg nu 6 > 0 sé lille, at 2M (1 —e™"*) < e for alle s € ]0,6[. S& har vi
opnaet det vi ville.

Hvis A = oo, si skal vi vise, at sf (s) — oo for s | 0. Hvis vi til et givet
(stort) tal S vaelger T, s& f(t) > 3S forallet > T, har vifor 0 < s < 1

T (e}
S/o e_Stf(t)dt+s/ e S f (t) dt

T

T 0o
s/ e SLf(t)dt + s/ e 5t Sdt
0

T

sf(s)

Y

T
= s/ e f (t)dt + 3Se™T
0

T
> —3/ |f )] dt +3Se =T
0

Veelg nu & > 0, sa forste led er stgrre end —S for alle s < 6 og sa e=5T > % Sa

har vifor 0 < s <4
T
sf(s) 2—3/ \f(t)\dt+3Se’ST2—S+3S§ =9
0

Tilfzeldet A = —oco klares ved at betragte —f i stedet. m

Bemaerkning 243 Forudsatningen om, at den Laplacetransformerede f (s) skal
eksistere for alle s > 0 kan ikke undveeres, nar f (t) — oo fort — oo. Betragt
blot eksemplet f (t) = e, hvor a > 0. Vi har f (s) = === geeldende for s > a.

sS—a

Glemmer vi dette forbehold og lader s — 0 fas sf (s) — 0 i tisyneladende
modstrid med satningens pastand.

Eksempel 244 Betragt den tank med forsinket tilbageforing, som vi betragtede
i et eksempel ovenfor. Vi fandt, at den Laplacetransformerede af koncentrationen
T var

— N 1

T(s) = s+a—kae=sT
I tilfeldet k = 1 forventer vi nok, at limy_,o x (t) eksisterer. Vi kan da bestemme
denne grenseverdi v.hj.a. slutverdireglen. Vi finder
S

5T (s) = s+a—aesT

og ser, at vi for s | 0 har et ”% "problem. Ved brug af L’Hospitals regel fas, at
1 1

lim s =1 =
slfg 5T (5) slf{)l 1+aTesT 1+4+aT

Bemerk, at slutverdireglen ikke kan benyttes for k > 1, da T (s) i dette tilfelde
ikke eksisterer for alle s > 0. Derimod kan den udmerket bruges, nar k <1, i
hvilket tilfelde vi uden storre dikkedarer far

lslﬁ)lsx (s)=0

et resultat, som vi nok forventede.
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Bemzerkning 245 Funktionen f givet ved f (t) = sint for allet > 0 har som
bekendt den Laplacetransformerede f(s) = ﬁ geeldende for s > 0. Vi har
abenbart, at

0

. - . S
T () =iy -

Ikke desto mindre har f (t) ingen grenseverdi for t — co. Slutverdireglens ”hvis
.. 84”7 kan altsd ikke endres til et "hvis og kun hvis”.

Definition 246 Lad f og g veere to stykkevist kontinuerte funktioner defineret
pé [0, 00[. Ved foldningen f x g af f og g forstis funktionen defineret ved

(f*g)(t)Z/O f(t—7)g(r)dr

for allet > 0.

Bemaerkning 247 Uden for Laplacetransformationsteorien defineres foldnin-
gen normalt ved

(f*g)(t)z/_oof(t—T)g(T)dT

for allet € R. Dette udtryk reduceres imidlertid til det i definitionen givne, hvis
vi forudsetter, at f (t) =g (t) =0 fort <O.

Bemseerkning 248 Det kan relativt let vises, at hvis f og g er stykkevist kon-
tinuerte og eksponentielt begreensede, sa har ogsa f * g disse egenskaber.

Saetning 249 Lad f og g veere stykkevist kontinuerte og eksponentielt begreensede
pd [0, 00[. S geelder, at

L{fxg}=L{f}L{g}
Bevis. Vi har

Lifrah @) = [ et g a= [T (/Otf(t—f)g(f)d7> it

Dette dobbeltintegral kan opfattes som et planintegral over omradet S = {(t7 TYER?’t>0AN0<T
Ved 7at dreje hovedet” kan planintegralet skrives som et dobbeltintegral med
modsat integrationsrackkefplge. Herved fas

/000 (/OO e (E-T)a (") dt) dr
/00o e *Tg(T) (/TOO e st f (t — 7) dt) "
/0 ™ g () ( /0 ™ T f (1) dT) N

( /:, ) dT) ~ /000 g (r)dr = L{f} (s) L{g} (5)

L{f+g}(s)
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Eksempel 250 Vi fandt tidligere ved behandlingen af differentialligningen
ay” +by' +cy =q(t)
at lgsningen Laplacetransformerede er givet ved

(as +b)y (0) +ay’ (0) q(s)
as2 +bs+c as?2 +bs+c

y(s) =
Lad os betragte det konkrete tilfelde
y' =5y’ +6y=q(t)

hvor dog q ikke er konkret givet. Sa fas

7(s) = (s=5)y(0) +y'(0) q(s)
s2 —55+6 52 —55+6
3y(0)—y'(0) 2y(0)—9y'(0)  _ 1 1
- s—2 B s—3 +q<8)<:3_3—2>

Tilbagetransformationen kan udtrykkes saledes, nar foldningsreglen anvendes ved
tilbagetransformationen af sidste led

s—3 s—2
= (3y(0) -y (0) e = (2y (0) =/ (0)) €* + ((t — €* — ) % q) (t)

_ (3y (0) o y/ (0)) e2t _ (2y (0) o y/ (0)) e3t +A <e3(t—T) _ eQ(t—T)) q (7-) dr

v0 = GO -y O - ey -y o)+ (1 { Z5 - 5 hea) o

Er eksempelvis q (t) = €2* far sidste led udseendet

t t
/ (eS(tfr) _ ez(m)) q(r)dr = / (eS(tfr) _ e2(t77)) 27 dr
0 0

t
_ / (e3t—'r _ th) dr — e3t _ g2t 42t
0

Hermed har lgsningen formen

y (t) = c1e®* + cpe® —te®

hvor ¢1 og co er konstanter, der afhenger af begyndelsesbetingelserne. Faktisk
ser vi, at de er givet ved c1 = 3y (0) —y'(0) — 1 og ca = —2y (0) + ¢’ (0) + 1.
Vi genkender den sadvanlige form for den fuldstendige lgsning til en lineer
differentialligning af anden orden.



